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“本 书 全 面 地 论述 了 运 每 学 的 三 个 方面 复活、 RAKHA, RARING. 我 未 学 时 就 是 
通过 本 书 考 版 本 学 习 运 等 学 的 ， 如 今 我 在 使 用 新 版 本 喜 提 符 酝 ， 这 人 么 多 年 了 ， 它 仿 纺 是 本 领域 的 经 
$C 
| : ——Amazon.com 
运 绑 学 是 一 门 应 用 领域 十 分 广泛 的 学 科 ， 它 应 用 分 析 、 试 验 、 量 化 的 方法 ， 对 经 济 管理 系统 中 人 
力 、 物力 、 财 力 等 宽 源 进行 统筹 安排 ， 为 决策 者 提供 有 依据 的 最 佳 方案 ， 以 实现 最 有 效 的 管理 。 . 
本 书 是 运筹 学 方面 的 经 典 着 作 之 一 ， 理 论 严密 ， 案 例 丰 富 ， 并 且 充 分 运用 了 计算 机 软件 ， 体 现 了 
作者 在 运筹 学 教学 研究 和 业界 实 不 方面 精 港 的 造 话 ， 已 被 央 评 成 中 、 韩 、 西 班 牙 、 日 、 俄 、 土 耳 其 、 印 
尼 、 马 来 等 多 种 语言 ， 为 全 球 众多 高 校 采用 ， 深 受 好 评 。 第 8 版 对 教材 内 容 作 了 较 大 的 修订 ， 在 教材 的 编 
排 上 突出 反映 运筹 学 中 的 应 用 问题 和 计算 方法 ， 
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内 容 提要 


本 书 是 运筹 学 方面 的 经 典 著作 之 一 ， 为 全 球 众多 高 校 采用 .高 级 篇 共 12 章 ， 内 容 包括 
高 级 线性 规划 、 概 率 论 基 础 复习 、 随 机 库存 模型 、 仿 真 模型 、 马尔 可 夫 链 、 经 典 最 优化 理论 、 
非 线 性 规划 算法 、 网 络 和 线性 规划 算法 进 阶 、 预测 模型 、 随机 动态 规划 、 马尔 可 夫 决 策 过 程 、 
案例 分 析 等 ， 并 附 有 统计 表 、 部 分 习题 答案 、 向 基 和 德 阵 复习 ， 以 及 应 用 案例 . 

本 书 可 作为 高 等 院 校 经 管 类 专业 和 数学 专业 的 教材 ， 也 可 供 MBA 及 相关 研究 人 员 参 考 . 
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译 者 序 


运筹 学 起 源 于 20 世纪 二 次 大 战 期 间 , 是 一 门 应 用 性 很 强 的 学 科 . 1938 年 , 英国 
皇家 空军 部 门 在 Bawdsey 成 立 了 一 个 从 事 作战 研究 的 科学 家 小 组 , 小 组 的 科学 家 
把 他 们 的 研究 工作 称 为 "operational research”( “operation” 在 军事 术语 中 意 为 “ 作 
dX"). 这 是 “运筹 学 ”一 词 最 早出 现 于 文献 的 时 间 . “二 战 ” 中 英 军 每 一 个 大 的 指挥 
部 大 都 成 立 了 这 种 运筹 研究 小 组 . 之 后 , 美国 和 加 拿 大 的 军事 部 门 也 成 立 了 若干 运 
筹 研究 小 组 (美国 称 这 种 研究 工作 为 “operations research”). 他 们 广泛 地 研究 有 关 
战果 评价 、 战术 革新 、 技术 援助 、 战 略 选择 和 战术 计划 等 问题 . “二战 ” 期 间 英 、 美 、 
加 等 国 军事 部 门 的 运筹 研究 小 组 的 工作 为 同盟 国 战胜 德 、 意 、 日 等 轴 心 国 做 出 了 卓 
越 的 贡献 . 对 于 人 类 社会 的 科学 进程 而 言 , 这 些 科学 家 的 集体 工作 和 智慧 开创 了 一 
门 岂 新 的 学 科 — 运筹 学 . 

体现 运筹 学 思想 和 方法 的 某 些 早期 先驱 性 的 研究 工作 , 可 以 追溯 到 20 世纪 初 
期 . 例如 , 1908 年 丹麦 工程 师 埃 尔 朗 提出 的 电话 话 务 理论 是 运筹 学 中 排队 论 (queue- 
ing theory) 的 起 源 ; 1916 年 英国 的 兰 彻 斯 特 提出 的 战斗 模型 方程 是 军事 运筹 学 早 
期 的 一 项 重要 成 果 ; 1939 年 前 苏联 数学 家 坎 托 罗维奇 在 The Mathematical Method 
of Production Planning and Organization. 一 书 中 , 开创 性 地 提出 线性 规划 , 并 研究 
了 工业 生产 的 资源 合理 利用 和 计划 等 问题 , 这 一 卓越 贡献 使 他 获得 了 1975 年 诺 贝 
尔 经 济 学 奖 ; 基本 的 对 策 均衡 的 思想 可 追溯 到 1838 年 库 尔 诺 的 文章 , 1913 年 的 德 
国策 梅 洛 提出 了 抽象 战略 对 策 的 数学 模型 ，1928 FA . 诺 依 曼 提出 了 二 人 零 和 对 
策 的 解 的 一 般 理 论 , 这 些 是 关于 对 策 论 的 早期 的 研究 , 上 述 这 些 先驱 性 成 就 对 以 后 
运筹 学 的 发 展 有 着 深远 的 影响 . 

“二 战 ” 以 后 , 美国 等 国家 的 军事 部 门 保留 和 调整 了 运筹 研究 组 , 人 员 编 制 得 到 
了 扩大 , 运筹 学 有 了 新 的 发 展 . 1949 年 美国 成 立 了 著名 的 兰 德 (RAND) 公司 . 与 此 
同时 , 许多 运筹 学 工作 者 从 军 方 转 入 企业 、 大 学 或 政府 部 门 . 在 新 的 更 宽阔 的 环境 
中 , 运筹 学 的 应 用 研究 和 理论 研究 得 到 了 莲 勃 发 展 ,多 年 来 它 已 为 欧美 等 国 创 造 了 
数 以 亿 计 的 社会 财富 . 

简略 地 说 , 运筹 学 的 研究 对 象 是 现实 世界 中 的 运行 系统 , 这 些 运行 系统 的 设计 
和 运转 受到 管理 人 员 的 决策 的 影响 和 作用 .运筹 学 创造 出 一 些 理论 (包括 数学 模 
型 ) 和 方法 , 用 来 描述 与 分 析 这 些 运行 系统 的 现象 、 性 质 和 变化 , 以 寻求 影响 和 作 
用 于 运行 系统 的 设计 与 运转 的 最 有 效 (最 优 ) 的 决策 , 发 挥 有 限 资源 的 最 大 效益 , 使 
得 运行 系统 达到 总 体 最 优 的 目标 . 

半 个 世纪 以 来 , 运筹 学 在 研究 与 解决 各 种 复杂 的 实际 问题 中 不 断 地 得 到 创新 和 
ARE, 新 模型 、 新 理论 和 新 方法 不 断 涌 现 , 至 今 它 已 成 为 一 个 庞大 的 学 科 , 包括 线性 
的 和 非 线 性 的 、 连 续 的 和 离散 的 、 确 定性 的 和 不 确定 性 的 许多 分 支 . 运筹 学 的 基本 
方法 中 有 数学 方法 、 统 计 学 方法 、 仿 真 (模拟 ) 方法 、 计 算 机 科学 方法 等 , 其 中 各 种 
优化 方法 处 于 非常 重要 的 地 位 . 


2 3 者 5 


运筹 学 的 非凡 价值 , 使 得 在 许多 国家 的 大 学 里 的 运筹 学 系 、 管 理科 学 系 、 经 济 
学 系 、 工 业 工程 系 、 系 统 科 学 系 、 数 学 系 、 计 算 科 学 系 等 早已 开设 了 关于 运筹 学 及 
其 一 些 分 支 学 科 的 课程 . 我 国 的 情况 也 大 致 如 此 . 从 适应 于 不 同 院 系 专业 的 学 生 学 
习 运 筹 学 来 考虑 , 一 本 好 的 运筹 学 基础 的 教科 书 十 分 重要 . 在 国外 关于 运筹 学 基础 
的 诸多 教材 中 , Hamdy A. Taha 著 的 Operations Research, An Introduction 是 非常 优 
秀 的 一 本 . Taha 是 美国 阿肯色 大 学 工业 学 院 工 业 工 程 教授 , 世界 知名 运筹 学 家 . 他 
著 的 这 本 书 最 早出 版 于 1968 年 . 多 年 来 此 书 经 过 多 次 修改 与 扩 增 , 今年 已 出 版 了 
第 8 版 . 本 书 被 世界 上 多 所 大 学 采用 为 运筹 学 基础 教材 , 已 有 西班牙 文 、 AX., R 
文 、 土 耳 其 文 、 印尼 文 等 多 种 译本 出 版 . 它 有 三 大 重要 特色 . 一 是 内 容 广泛 , 取材 得 
当 . 连同 附带 的 光盘 , 共有 24 章 和 5 个 附录 , 内 容 涉及 线性 规划 、 运 输 问题 、 网 络 
问题 、 目 标 规划 、 整 数 规划 、 动态 规划 、 库 存 问 题 、 非 线性 规划 等 确定 性 运筹 分 支 ， 
以 及 随机 动态 规划 、 随 机 库存 问题 、 排 队 系 统 、 马 尔 可 夫 决 策 过 程 、 决 策 分 析 、 对 
策 论 、 模 拟 问题 、 预 报 问题 等 随机 性 运筹 分 支 . 这 些 内 容 绰 盖 了 迄今 运筹 学 所 研究 
的 大 部 分 重要 问题 . 该 书 在 取材 上 首先 重视 对 上 述 运筹 问题 的 基本 知识 的 讲解 , 但 
对 某 些 问 题 也 包括 了 较 高 深 的 内 容 , 以 满足 不 同 读者 的 需要 . 二 是 突出 实用 性 . 书 
中 各 章 总 是 通过 若干 实际 问题 的 求解 来 引导 出 所 要 讲 的 运筹 问题 的 数学 模型 .这 
既 凸 显 出 这 些 运筹 问题 的 实际 背景 , 也 可 使 读者 学 到 如 何 进行 建 模 . 第 24 章 详细 
地 介绍 了 15 个 实际 应 用 案例 , 运用 了 多 种 运筹 学 技术 进行 建 模 、 数 据 采 和 集 以 及 求 
解 计算 等 . 附录 E 中 还 收录 了 近 50 个 应 用 例子 . 作者 精心 收集 和 分 析 的 这 些 实例 
来 源 于 工业 、 商业 、 金融. 社会 、 体育、 娱乐 等 许多 行业 , 是 很 好 的 运筹 学 教学 资料 . 
三 是 计算 方法 与 软件 相 结合 . 全 书 使 用 教学 辅助 软件 TORA、 电 子 表格 程序 Excel 
及 AMPL 等 . 读者 可 以 利用 这 些 软件 工具 对 所 学 的 模型 和 计算 方法 进行 计算 和 
检验 . 

在 我 国运 筹 学 基础 一 类 的 图 书 拥有 大 量 读者 , 这 类 图 书 的 累计 销售 量 有 的 已 达 
几 十 万 册 . 但 国内 目前 这 类 书籍 只 有 很 少 几 种 . 2006 年 人 民 邮 电 出 版 社 图 灵 公 司 
六 我 们 翻译 新 出 版 的 《运筹 学 导论 (第 8 版 )》, 这 体现 了 出 版 社 对 发 展 我 国运 筹 学 
的 重视 . 由 于 书 的 篇 幅 宏 大 , 有 1 000 多 页 , 中 译本 分 成 上 下 两 册 出 版 , 同时 将 附录 
C 和 索引 拆 分 到 了 上 下 两 册 , 其 中 附录 C 放 在 了 图 灵 网 站 (www.turingbook.com) 
上 供 读者 免费 注册 下 载 . 上 册 主 要 包括 原 书 中 属于 基础 部 分 的 12 章 , 以 及 附录 A; 
下 册 主 要 包括 属于 提高 部 分 的 12 章 , 以 及 附录 B, D, E. 每 册 均 可 用 做 一 个 学 期 的 
教材 . 本 书 第 2, 3, 4, 13 章 及 附录 A HERSH, 第 5 章 由 侯 思 祥 教 授 翻 译 ， 
第 6, 7, 8, 16, 20 章 及 附录 C 由 朱 建 明博 士 翻译 , 其 余 各 章 及 附录 B, D, E 由 刘 德 
刚 博 士 翻译 , 全 部 译 稿 由 我 校 阅 . 中 译本 难免 有 朴 漏 和 翻译 不 要 之 处 , 敬 请 读者 给 
予 指正 . 


韩 继 业 
2007 年 5 月 于 中 科 院 
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本 书 第 8 版 对 教材 内 容 作 了 很 多 的 修订 , 在 教材 的 编排 上 突出 反映 运筹 学 中 
的 应 用 问题 和 计算 方法 . 

。 第 2 章 通过 城市 规划 、 货 币 套 利 交 易 、 投 资 、 生产 计划 、 泥 合 配 比 、 排 序 以 
及 下 料 等 实际 问题 的 应 用 , 主要 介绍 了 线性 规划 的 建 模 . 新 增加 的 节 后 习题 
也 涉及 从 水 质 管理 、 交 通 控制 到 军事 领域 等 多 个 运筹 问题 . 

。 第 3 章 以 一 种 简单 和 直接 的 方式 介绍 了 一 般 性 的 线性 规划 灵敏 度 分 析 , 包 
括 对 偶 价格 和 简约 费用 , 作为 单纯 性 表 计 算 部 分 的 直接 扩充 . 

。 本 版 的 第 4 章 主 要 是 基于 对 偶 性 进行 线性 规划 后 最 优 分 析 . 

。 针对 旅行 商 问题 (Traveling Salesperson Problem, TSP), 介绍 了 一 个 基于 Ex- 
cel 的 组 合式 最 近邻 点 反 向 启发 式 算法 . 

e 新 增 的 第 17 章 扩充 了 马尔 可 夫 链 的 处 理 方法 . 

e 在 全 新 的 第 24 章 里 , 详细 介绍 了 15 个 实际 应 用 案例 . 对 这 些 案例 的 分 析 通 
常 涉及 多 种 OR 技术 (例如 启发 式 算法 和 线性 规划 , 或 者 整数 线性 规划 和 排 
队 论 ), 用 来 进行 建 模 、 数据 采集 以 及 问题 的 求解 计算 等 . 这 些 应 用 问题 在 相 
关 的 各 章 里 都 有 引用 ,让 读者 能 够 充分 了 解 在 实际 生活 中 如 何 运 用 运筹 学 
技术 . . 

。 新 的 附录 E 收录 了 按照 章节 排列 的 约 50 个 小 型 实用 问题 的 例子 . 

e 本 书 还 包含 了 1 000 多 个 节 后 习题 , 其 中 题 前 标 有 星 号 (*) 的 表示 附录 C 给 
出 了 相应 的 答案 . 

。 每 章 开头 都 有 本 章 导 读 , 帮助 读者 了 解 教材 内 容 , 有 效 利用 附带 的 软件 程序 . 

。 把 教材 与 软件 相 结 合 可 以 让 读者 对 需要 深入 介绍 的 概念 进行 实际 检验 . 

1. 全 书 都 用 到 了 Excel 程序 , 包括 动态 规划 、 旅行 商 问题 、 库 存 问 题 、 层 次 
分 析 法 、 贝 叶 斯 概率 “电子 化 ”统计 表 、 排 队 问 题 、 模 拟 、 马 尔 可 夫 链 
以 及 非 线性 规划 等 . 一 些 程序 中 的 交互 式 用 户 输入 功能 有 助 于 对 相应 方 
法 的 更 好 理解 . 

2. 对 Excel 规划 求解 程序 的 使 用 扩展 到 了 全 书 , 特别 用 在 线性 规划 、 网 络 
规划 、 整 数 规划 和 非 线性 规划 问题 . 

3. AMPL@ 是 一 种 强大 的 商业 化 建 模 语言 , 本 书 将 AMPL 结合 在 大 量 的 例 
题 中 , 这 些 例子 涉及 线性 、 网 络 、 整 数 和 非 线性 规划 问题 . 附录 A 给 出 了 
AMPL 的 语句 规则 以 及 本 书 例题 中 所 引用 的 语言 素材 . 

4. 本 书 中 , TORA 仍然 充当 教学 软件 的 重要 角色 . 

。 所 有 与 计算 机 相关 的 材料 都 相对 独立 , 有 的 作为 单独 的 章节 , 有 的 按照 标题 
AMPL/Excel/Solver/TORA 程序 作为 一 小 节 , 以 尽量 不 影响 本 书 的 主要 内 
容 的 介绍 . 
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本 章 导 读 本 章 介绍 线性 规划 与 对 侦 理 论 的 数学 基础 , 讲述 许多 简洁 高 效 的 算 
法 , 包括 修正 单纯 形 法 、 有 界 变量 和 参数 规划 . 第 20 章 将 介绍 处 理 大 规模 线性 规 
划 的 两 种 附加 算法 : 分 解 算 法 和 Karmarkar 内 点 算法 . 

本 章 的 内 容 用 到 了 很 多 矩阵 代数 的 知识 . 附录 D 复习 了 和 矩阵 代数 的 内 容 . 

本 章 应 该 特别 注意 的 3 个 要 点 是 : 修正 单纯 形 法 、 有 界 变量 算法 和 参数 规划 . 
在 修正 单纯 形 法 中 , 矩阵 代数 用 来 很 好 地 控制 机 器 舍 入 误差 , 这 个 问题 在 第 3 章 介 
绍 的 行 运算 方法 中 曾经 提 到 过 . 有 界 变 量 算法 在 整数 规划 的 分 支 定 界 算法 ( 见 第 8 
章 ) 中 起 着 重要 的 作用 . 参数 规划 在 线性 规划 模型 上 添加 了 动态 参数 ， 从 而 能 够 得 
出 模型 的 参数 连续 变化 后 所 带 来 的 最 优 解 的 变化 结果 . 

总 结 第 3 章 中 的 以 简单 易 懂 的 单纯 形 表 形 式 所 表示 的 矩阵 运算 结果 , 将 有 助 
于 深入 理解 修正 单纯 形 算法 、 有 界 变量 算法 、 分 解 算法 以 及 参数 规划 的 细节 内 容 . 
尽管 采用 和 矩阵 运算 使 算法 显得 似乎 不 同 , 但 其 理论 与 第 3 章 的 内 容 完全 一 致 . 

本 章 共 包 括 1 个 实际 问题 的 应 用 、8 个 例题 、58 个 节 后 习题 和 4 个 章 后 综合 问 
题 . 综合 问题 汇总 在 附录 已 中 . AMPL/Excel/Solver/TORA 程序 在 文件 夹 ch13Files 
m. 


实际 应 用 一 一 泰国 海军 运送 新 兵 最 优 行船 路 线 与 人 员 指 派 

泰国 海军 每 年 征兵 4 次 . 招募 的 新 兵 到 全 国 34 个 征兵 中 心 报到 , 然后 由 汽车 
运送 到 4 个 海军 分 基地 . 从 那里 , 再 用 船 将 新 兵 们 送 到 海军 总 基地 . 分 基地 的 码头 
对 靠 岸 的 船型 有 一 定 的 限制 . 分 基地 的 运送 能 力 是 有 限 的 , 但 就 整体 而 言 , 4 个 分 基 
地 有 充分 的 能 力 运送 所 有 的 应 征 者 . 在 1983 年 夏季 , 共有 2 929 名 新 兵 从 征兵 中 心 
被 送 到 4 个 分 基地 , 最 终 被 送 到 总 基地 . 问题 是 要 确定 运送 新 兵 的 最 优 计划 安排 ， 
首先 从 征兵 中 心 到 分 基地 , 然后 从 分 基地 到 总 基地 . 这 项 研究 综合 运用 了 线性 规划 
与 整数 规划 . 其 具体 细节 见 第 24 章 的 案例 5. 


13.1 单纯 形 法 的 基本 原理 


在 线性 规划 中 , 如 果 连 接任 意 两 个 不 同 可 行 点 所 形成 的 线段 还 落 在 可 行 集合 
内 , 则 称 可 行 解 空间 构成 一 个 凸 集 (convex set)， 凸 集 的 极点 (extreme point) 是 一 
个 可 行 点 , 但 不 能 位 于 连接 可 行 集合 中 任意 两 个 不 同 可 行 点 的 线段 上 . 实际 上 , 极 
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点 与 角 点 是 相同 的 , 但 角 点 用 于 第 2 章 至 第 4 章 更 为 合适 . 
13.1 画 出 了 两 个 集合 . 集合 (a), 线性 规划 解 空间 的 典型 形式 , 是 一 个 (具有 
6 个 极点 的 ) 凸 集 , 而 集合 (b) 不 是 凸 集 . 


(a) (b) 
图 13.1 凸 集 与 非 凸 集 的 例子 


在 2.3 节 介绍 的 线性 规划 的 图 解法 中 , 我 们 说 明了 , 最 优 解 总 是 与 解 空间 中 某 
个 可 行 的 极点 ( 角 点 ) 相关 . 这 个 结果 有 着 直观 的 意义 , 因为 在 线性 规划 解 空间 中 ， 
每 个 可 行 点 能 够 由 其 可 行 极点 的 函数 来 确定 . 例如 , 在 图 13.1 的 凸 集 (a) 中 , 可 行 
点 X 可 以 表示 成 其 极点 Xi, Xo, X3, Xa, Xs, Xo 的 凸 组 合 (convex combination), 
其 表达 式 为 
X = 01 X1 + 09 X2 + 3X3 + a4X4 + os Xs + ag Xa 


其 中 


Q1 d 02 + 03 + O04 d 05 - 8g —1 
o;20, :21,2,--.,6 
这 个 观察 结果 说 明 , 解 空间 是 完全 可 以 由 极点 来 确定 的 . 
例 13.1-1 
证 明 : 集合 
C —((zi,22)| z1 &2,22€ 3, £1 > 0,22 2 0) 
是 凸 集 . 
4 X; = (2,25) fll X2 = (7,27) 是 C 中 任意 两 个 不 同 的 点 . 如 果 C 是 凸 集 ， 
Hj X = (z1, 22) = Q1X1I + a@2X2, al 十 aa = 1,041,022 0 必 属 于 C. 为 了 证 明 这 是 
对 的 , 需要 证 明 线段 X 满足 C 的 所 有 约束 , 即 
Tı = al21 + azz] € 01(2) + a9(2) = 2 
Z2 = al172 + a273 Sa(3) + a2(3)=3 
因此 , zi < 2 H zz < 3. 此 外 , 非 负 条 件 满足 , 因为 a 和 as 都 是 非 负 的 . 


习题 13.1A 


1. 证 明 : 集合 Q = ((z1,72) | zi +22 < 1,21 2 0, 2 > 0) 是 凸 集 . 非 负 条 件 是 证 明 所 必需 
的 吗 ? 
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*2. 证 明 : 集合 Q = ((z1,22 | zi > 1 或 za > 2) 不 是 凸 集 . 
3. 用 图 形 确定 下 面 凸 集 的 极点 : 


Q —((zi,22) | zı + £2 € 2,221 2 0,22 2 0) 


证 明 : 整个 解 空间 能 够 由 其 极点 的 凸 组 合 来 确定 . 因此 可 知 , 一 旦 解 空间 的 极点 已 知 , 任意 
凸 的 (有 界 ) 解 空间 就 被 完全 确定 . 

4. 在 图 13.2( 画 有 刻度 ) 的 解 空间 中 , 将 内 点 (3, 1) 表示 成 极点 A, B,C, D 的 凸 组 合 , 而 且 每 
个 极点 的 权 数 都 严格 为 正 . 


- QN e 心 e 


n 


0 1 2 3 4 5 6 
图 13.2 习题 13.1A 第 4 题 的 解 空间 


13.1.1 ”从 极点 到 基本 解 


用 矩阵 记号 表达 具有 等 式 形式 的 一 般 线性 规划 问题 ( 见 3.1 节 ) 是 很 方便 的 . 
定义 天 n 维 向 量 , 表示 问题 的 变量 ; 4 是 m x n WER, 表示 约束 的 系数 ; b 为 
列 向 量 , 表示 约束 的 右 端 项 ; C 是 n 维 向 量 , 表示 目标 函数 系数 . 则 线性 规划 可 写 
成 

max 或 min z=CX 
s.t. AX —b 
X20 


用 第 3 章 的 格式 ( 见 图 4.1), 通过 适当 排列 初始 基本 解 中 相应 的 松弛 变量 或 人 工 变 
T, 总 可 以 使 矩阵 A 的 最 右边 m 列 构成 单位 矩阵 I. 

AX = 的 基本 解 (basic solution) 的 定义 如 下 : 令 方 程 中 的 n-m 个 变量 等 
FẸ, 然后 求解 其 余 具 有 m 个 未 知 量 的 m 个 方程 , 和 倘 著 得 到 的 解 是 唯一 的 , 则 其 
解 为 基本 解 . 有 了 这 个 定义 , 线性 规划 的 理论 建立 了 极点 的 几何 定义 与 基本 解 的 代 
数 定义 之 间 的 关系 : 


(X|AX = 村 的 极点 e AX = b 的 基本 解 
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这 个 关系 区 涵 着 线性 规划 解 空间 的 极点 完全 由 方程 组 AX = b 的 基本 解 确定 , 反 
之 也 是 如 此 . 因此 , 可 得 如 下 结论 : AX = b 的 基本 解 包含 了 我 们 需要 确定 的 线性 
规划 问题 最 优 解 的 所 有 信息 . 此 外 , 如 果 我 们 强制 非 负 限制 X > 0, 则 最 优 解 的 搜 
索 只 限制 在 可 行 的 基本 解 上 . 

为 了 用 数学 公式 定义 基本 解 , 将 方程 组 AX = b 用 向 量 的 形式 表示 : 


Y Piz; =b 
j=1 


向 量 P; 是 矩阵 A 的 第 7 列 . 称 m 个 向 量 的 子 集 构成 一 个 基 (basis) B, 当 且 仅 当 
所 选择 的 m 个 向 量 线性 无 关 (linearly independent). 在 这 种 情况 下 , 和 矩阵 B 非 奇 
异 (nonsingular). WR Xp t m 个 变量 构成 , 其 变量 与 非 奇异 矩阵 B 中 的 列 向 量 
相对 应 , 则 称 X 5 为 基本 解 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 有 


BXg-b 
已 知 B 的 逆 B, 则 可 得 到 相应 的 基本 解 为 
Xpg- B^ b 


如 果 B'bo0,W Xe 是 可 行 的 . 规定 余下 的 n—m 个 变量 是 非 基 的 (nonbasic) 
且 取 0 值 . 
前 面 的 结果 表明 , 在 一 个 含有 m 个 方程 n 个 未 知 量 的 方程 组 中 , (可 行 和 不 可 
行 ) 基本 解 的 最 大 个 数 为 
n n! 
(2) 一 m!(n — m)! 
Bi 13.1-2 


确定 下 面 方程 的 所 有 基本 解 , 并 分 类 (可 行 和 不 可 行 ). 


1 3 ay" 4 
(i -2 i) (>) " (a) 
T3 
下 表 概 括 了 其 结果 . 使 用 附录 D.2.7 的 方法 之 一 确定 B 的 道 . 


B BXg-b Ld x 
(Pi, P2) ( ; i ) (2) = (2) 


(Pi, P3) ( 基 不 存在 ) 


esr) (二 )(2) 
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还 可 以 用 下 面向 量 形式 的 表达 式 来 研究 这 个 问题 : 


1 3 一 4 
(2) nt ( -2 Jat (3) 7s = (2) 
其 中 Pi, Po, Ps W b 均 为 二 维 向 量 , 它们 可 以 用 一 般 形式 (o1, 02) KER. 图 13.3 


给 出 了 这 些 向 量 在 (a1,a2) 平面 上 的 图 形 表示 . 例如 , 对 于 bp = (4,2)7, 有 wm = 4 
和 2 — 2. 


13.3 ”线性 规划 解 空 间 的 向 量 表示 


因为 我 们 处 理 的 是 一 个 二 元 (m = 2) 方程 , 所 以 一 个 基 必 须 严 格 地 包含 两 个 向 
量 , 且 它 们 是 从 Pi, P2, Ps 中 选 出 的 . 从 图 13.3 看 到 , 矩阵 (P1, P2) 和 (P2, P3) 
构成 基 , 因为 它们 相对 应 的 向 量 线性 无 关 . 而 矩阵 (P1, P3) 对 应 的 两 个 向 量 是 相关 
的 , 因此 不 能 组 成 一 个 基 . 

从 代数 的 观点 来 看 , 一 个 (方形 ) 矩阵 , 如 果 它 的 行列 式 不 为 零 , 则 构成 一 个 基 
( 见 附录 D.2.5). 下 面 的 计算 说 明 组 合 (P1, P2) 和 (Po, P3) 是 基 , MAA (Pi, P3) 
不 是 基 . 


des Pa) =de: ( ; » ) -1x(-2)-2x3--840 
det( P2, P5) = det ( » » = 3 x (—2) — (—2) x (—1) = -8 # 0 
det(P,, P5) — det ( ; » —-1xí(-2)-2x(-1)20 


可 以 利用 该 问题 的 向 量 表 示 形 式 来 讨论 如 何 确定 单纯 形 表 的 初始 解 . 由 图 13.3 
中 的 向 量 表示 可 知 , Æ B = (P1, P2) 能 够 构成 单纯 形 选 代 的 初始 基 , 因为 它 产生 
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基本 可 行 解 Xe = (zl,zz)7. 然而 , 如 果 不 用 向 量 表示 , 只 能 利用 求解 过 程 来 试图 
找到 所 有 可 能 的 基 (正如 上 面 所 演示 的 那样 , 这 个 例子 所 有 可 能 基 的 个 数 是 3). 使 
用 试 错 法 的 困难 在 于 它 不 适 于 自动 计算 . 在 一 个 具有 几 千 个 变量 和 约束 的 典型 的 线 
性 规划 问题 中 , 计算 机 的 使 用 是 必需 的 , 而 试 错 法 并 不 实用 , 因为 它 的 计算 量 非常 
巨大 . 为 了 解决 这 个 问题 , 单纯 形 法 总 是 以 一 个 单位 矩阵 B = 了 开始 其 迭代 . 为 什 
么 要 从 B — I FAR? 因为 它 总 能 给 出 一 个 可 行 的 初始 基本 解 (只 要 方程 的 右 端 
向 量 是 非 负 的 ). 可 以 从 图 13.3 中 看 到 这 一 结果 (通过 画 出 B = 了 的 向 量 , 并 注意 
到 它们 与 模 轴 和 纵 轴 相 重 合 ), 因此 , 总 能 保证 初始 基本 解 的 可 行 性 . 

如 果 原 问题 所 有 的 约束 均 是 < 类 型 , 则 基 B = 1 自动 构成 线性 规划 等 式 约束 
的 一 部 分 . 在 其 他 的 情况 下 , 可 以 在 所 需要 的 地 方 简单 地 增加 单位 向 量 . 这 正 是 人 
工 变量 要 完成 的 工作 ( 见 3.4 节 ). 然后 在 目标 函数 中 惩罚 这 些 变 量 以 使 得 它们 在 
最 终 的 结果 中 取 零 值 . 


习题 13.1B 


1l. 在 下 列 方程 组 中 , (a) 和 (b) 有 了 唯一 的 (基本 ) 解 , (c) 有 无 穷 解 , (d) 没有 解 . 说 明 如 何 用 图 
形 的 向 量 表示 来 验证 这 些 结果 . 通过 这 个 练习 , 陈述 导致 线 人 方程 组 有 唯一 解 、 无 穷 解 和 无 
解 情况 下 向 量 线性 相关 或 线性 无 关 的 一 般 条 件 . 


(a) Zzi+3r2=2 (b) 2z1+3z2 =1 
371 十 z:2—3 2z1— TI2 一 2 
(c) 2z| +6z2 —4 (d) 271 一 472 = 2 
zı + 3z2 = 2 一 Z1 十 2zz2 = 1 


[x] 


. 用 向 量 从 图 形 上 确定 下 列 方程 组 解 的 类 型 : 唯一 解 、 无 穷 解 或 无 解 . 对 于 唯一 解 的 情况 , 用 
向 量 表示 的 方式 (不 用 解 代数 方程 的 方式 ) 指出 z 和 zz 的 取 值 为 正 、 为 零 还 是 为 负 . 


e(:3)Q)-(0  (i10]-Q 

e(2G)C)  *6023€9-Q) 

e(3 i JEO (i a) E-G 
0-0-0- 0-6 


*(a) (Pi, P2, P3) (b) (P1, P2, P4) 
(c) (P2, P3, P4) *(d) (Pi, P2, P3, P4) 


名 
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4. 判断 正 误 . 
(a) WR B EAR, 则 方程 组 BX = b 有 了 唯一 解 . 
(b) WR B 奇异 且 b 与 B 线性 无 关 , 则 方程 组 BX = 无 解 . 
(c) WR B 奇异 且 与 5 线性 相关 , 则 方程 组 BX =b 有 无 穷 解 . 


13.1.2 ”广义 单纯 形 表 的 矩阵 表示 形式 


本 节 用 和 矩阵 方法 研究 一 般 单 纯 形 表 . 这 种 表示 方法 将 是 本 章 内 容 的 基础 . 
考虑 等 式 形式 的 线性 规划 : 


max z = CX, st. AX -b, X20 
问题 可 以 等 价 地 表示 成 c ) 0 
(o A ) (x) - (a) 


假定 B 是 方程 组 AX =b, X > 0 的 可 行 基 , 并 且 令 Xp 是 相应 的 基 变量 ， 
Cp 是 对 应 的 目标 系数 向 量 , 则 相应 的 解 可 以 由 下 列 方 式 计 算 (分 块 矩 阵 求 逆 的 方 
法 由 附录 D.2.7 £11): 


G)-G 2) OG 200-6) 
和 矩阵 形式 的 一 般 单 纯 形 表 可 由 原 标 准 方程 得 到 , 其 格式 如 下 : 
-1 u z -1 
OORO 
ERER, 产生 如 下 方程 : 
G "9 G)- C 
已 知 向 量 p; EER A 的 第 ; 列 , 对 应 的 变量 是 zx;, 相应 的 单纯 形 表 具有 如 下 
形式 : 


基 rj 解 
z CpB-!P; — 6j CgB b 
Xp BP; Bb 


事实 上 , 上 表 与 第 3 章 所 述 的 单纯 形 表 相同 (见习 题 13.1C 的 第 5 题 ), 其 计算 与 
4.2.4 节 中 原始 -对 偶 方 法 相同 . 这 个 表 的 重要 性 质 是 , 从 一 张 表 变 化 到 下 一 张 表 时 
只 是 道 矩 阵 B^! 发 生 了 变化 , —B B^! 已 知 , 便 能 够 构造 出 整个 单纯 形 表 . 这 一 
点 是 重要 的 , 因为 任意 一 张 单纯 形 表 的 计算 舍 入 误差 可 以 通过 控制 Bo! 的 精确 度 
来 控制 . 这 个 结果 是 7.2 节 介绍 的 修正 单纯 形 法 的 基础 . 
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例 13.1-3 
考虑 如 下 线性 规划 : 
max z = zi + Áz2 + 723 十 574 
S.L. 2r,--z3--2z3-r4Ar4 —10 
371 — T2 — 2z3 + 674 = 5 


T1, T2, Z3, T42 0 


用 基 B = (Pi, P2) 构造 完整 的 单纯 形 表 . 
BAT B = (Pi, P5), 则 XB = (z1,22)7 和 Cg = (1,4). 因此 ， 


ty 
I 
- 
| 
ons 
e t 
| 
=. e 
rer 
JU 
I 
_ 
nl Qu 
| 
Qut ed 
rn 


于 是 可 得 


Xp- (2) =B-ib= ( 
T2 


为 计算 单纯 形 表 的 约束 列 , 我 们 有 


ni cn 一 


B !((P,, P2, P3, P4) = ( 


ees i 


E TX, 计算 目标 行 : 


100 2 


CBs(B !(P,, P5, P3, P4) -C = (1,4 
p(B^ (P), P5, Ps, P4) a9(5 120 


) — (1,4,7,5) = (0,0, 1, —3) 
最 后 , 计算 目标 函数 值 : 
z—CpB !b-CpXp = (1,4) () =19 


因此 , 完整 的 单纯 形 表 如 下 所 示 . 


基 Ti T2 T3 T4 

z 0 0 1 一 3 19 
Zi 0 0 2 3 
T2 0 1 2 0 4 


从 这 个 例子 得 到 的 主要 结论 是 , 一 旦 逆 B7! 已 知 , 就 能 够 从 B- 和 问题 的 原 
始 数据 构造 出 完整 的 单纯 形 表 . 
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习题 13.1C 


*1。 在 例 13.1-3 F, 考虑 B = (P3, P4). 证 明 相应 的 基本 解 是 可 行 的 , 然后 构造 出 相应 的 单纯 
形 表 . 
2. 考虑 如 下 线性 规划 : 
max 2 一 5ri 十 1272 十 473 
s.t. 21 十 272 十 Z3 十 7Z4 三 10 
271 一 272 — 23 一 2 
Ti, Z2, $3, T42 0 
核实 下 列 矩 阵 是否 构 成 (可 行 或 不 可 行 ) Æ: (P1, P2), (Pa, Ps), (Ps, P4). 
3. 在 下 面 的 线性 规划 中 , 对 应 于 X 5 = (zl,zz,zs) ,计算 出 完整 的 单纯 形 表 . 


min 2z 一 271 + £2 


s.t. Jz1-- T2-— T3 =3 
Axı + 322 — T4 =6 
2Z1 十 272 十 Z5 一 3 


Ti, I2, I3, TA, Z5 之 0 


*4. 下 面 的 单纯 形 表 是 某 个 线性 规划 的 最 优 单纯 形 表 . 


基 zi z2 z3 Z4 £5 s 

z 0 0 0 3 2 ? 
Z3 0 0 1 1 —1 2 
r2 0 1 0 1 0 6 
T1 1 0 0 —1 1 2 


变量 za, ma, xs 是 原 问题 的 松弛 变量 . 用 矩阵 运算 的 方法 重 构 原 线性 规划 , 然后 计算 其 最 
优 值 . 

5. 在 广义 单纯 形 表 中 , 假定 X = (Xi Xn)", 其 中 Xu 对 应 于 一 个 典型 的 B = 了 时 的 初始 
基本 解 (由 松弛 变量 和 /或 人 工 变量 组 成 ), 并 令 C = (Ci Cu) 和 4 = (D, 了 ) 分 别 是 C 
和 A 的 划分 . ER: 单纯 形 表 的 矩阵 形式 可 简化 为 如 下 形式 , 而 这 正 是 第 3 章 所 采用 的 单 
MERER. 


Xi Xu 解 
z CpgB^!D-C| CgB !-Cy CgB-!b 
Xn B-^!D B^! B-^!b 


13.2 ”修正 单纯 形 法 


13.1.1 节 证 明了 线性 规划 的 最 优 解 总 是 与 一 个 基本 (可 行 ) 解 相关 . 单纯 形 法 
通过 选择 一 个 可 行 基 B 寻找 一 个 最 合适 的 初始 点 , 然后 移动 到 下 一 个 基 Bnet, 产 
生 一 个 更 好 的 (至 少 是 相等 的 ) 目标 函数 值 . 持续 这 一 过 程 , 最 终 达 到 最 优 基 . 
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修正 单纯 形 法 的 迭代 步骤 与 第 3 章 提出 的 表格 形式 的 单纯 形 法 完全 相同 . E 
要 差别 是 , 修正 单纯 形 法 的 计算 是 基于 拢 阵 运算 而 不 再 是 行 运算 . 使 用 矩阵 代数 可 
以 通过 控制 计算 B 的 精度 来 减轻 机 器 合 入 误差 的 不 利 影响 . 得 出 这 个 结论 是 因 
Aj, 正 像 13.1.2 节 所 说 明 的 那样 , 整个 单纯 形 表 的 计算 可 由 原始 数据 和 当前 的 B-! 
得 到 . 而 在 第 3 章 的 表格 单纯 形 法 中 , 每 一 张 表 都 是 由 前 一 张 表 直 接生 成 的 , 这 导 
致 了 更 大 的 合 入 误差 问题 . 


13.2.1 最 优 性 条 件 与 可 行 性 条 件 的 建立 
一 般 线性 规划 问题 能 够 写成 如 下 的 表达 形式 : 


max BẸ min `z = Y os; s.t. Y P;s, =b, rj; 20, j=1,2, .,n 
j=1 j=1 
对 于 已 知 的 基 向 量 Xs, 以 及 它 所 对 应 的 基 B 和 目标 向 量 Cp, 13.1.2 节 给 出 的 广 
义 单纯 形 表 表明 , 任意 的 单纯 形 迭 代 都 可 以 表示 成 下 列 方程 : 


"n 
z+ D (z; — cj) zj —-CgB^!b 


j=1 
(Xp); + Y: (B^ Pj), z; = (B18), 
j=1 


zj — cj, 即 zj 的 简约 费用 ( 见 4.3.2 节 ), 定义 为 
27 一 CT1 三 CBBP; — Cj 


用 记号 (V), 表示 向 量 Y 的 第 i 个 元 素 . 

最 优 性 条 件 (optimality condition) 从 上 面 给 出 的 z 行 方程 可 以 看 出 , 非 基 变 
量 z; 由 当前 的 零 值 增加 时 , 将 改善 z 的 当前 值 (CBb): 对 于 求 极 大 值 , 只 要 
Zj —6j 严格 负 ; 对 于 求 极 小 值 ， 只 要 Zj—Cj 严格 正 . 和 否则， Zj 不 能 改进 解 ， 并 且 必 须 
保持 非 基 变 量 为 零 , 尽管 选择 任何 满足 上 述 给 定 条 件 的 非 基 变 量 均 能 改进 当前 解 ， 
但 单纯 形 法 采用 的 是 单 凭 经 验 的 方法 , 就 是 在 求 极 大 ( 求 极 小 ) 情况 下 选择 好 负 的 
(最 正 的 ) z; — c; 所 对 应 的 变量 , 称 为 进 基 变量 (entering variable). 

可 行 性 条 件 (feasibility condition) 可 以 通过 检查 与 第 i 个 基 变 量 所 对 应 的 约 
束 方程 来 确定 离 基 向 量 (leaving vector). 特别 地 , 我 们 有 


(XB); + Y (B^ Pj), z; = (B^!), 


j=1 
当 最 优 性 条 件 选择 P; 作为 进 基 向 量 , 它 相应 的 变量 c; 将 从 零 值 开始 增加 . 同 
时 , 其 余 所 有 的 非 基 变量 仍 保持 为 零 值 . 因此 , 第 i 个 约束 方程 简化 为 


(X B) 一 (B-'b), 一 (B^ Pj),z; 
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此 方程 表明 , WR (B^! P5), > 0, 则 z; 的 增加 能 够 使 (Xs); 变 为 负 值 , 这 样 
会 破坏 非 负 性 条 件 : 对 所 有 的 i, (X B), > 0. 因此 , 我 们 有 


(B^b), - (B ! Pj),z; 2 0, Vi 
这 个 条 件 产生 进 基 变量 x; 的 最 大 值 , 即 


(B^Pj),» o} 


基本 解 中 与 最 小 比值 相对 应 的 离 基 变 量 成 为 非 基 变量 , 其 取 值 为 零 . 


习题 13.2A 
*1. 考虑 下 面 的 线性 规划 : 


max z = C121 十 c272 十 C3T3 + C474 
s.t. Pizi+ P2z2 + Par4 + Paza =b 


T1, 22, T3, T4 2 0 


向 量 Pi, P2, Ps, Pa 如 图 13.4 所 示 . 假定 当前 用 于 迭代 的 基 B 由 Pi 和 P 组 成 . 


13.4 习题 13.2A 第 1 题 的 向 量 表示 


(a) 如 果 向 量 Ps 进 基 , 当前 两 个 基 向 量 中 的 哪 一 个 必须 离开 , 使 得 到 的 基本 解 是 可 行 的 ? 
(b) 向 量 已。 能 成 为 可 行 基 的 一 部 分 吗 ? 
*2. 证 明 : 在 任何 单纯 形 和 迭代 中 , 2; -~ 0; = 0 对 于 所 有 的 基 变 量 均 成 立 ， 

3. 证 明 : 在 极 大 化 ( 极 小 化 ) 线性 规划 问题 中 , 若 对 所 有 非 基 变 量 zj 均 有 zj — c > 0(< 0), 
则 最 优 解 是 唯一 的 ,否则 , 如 果 存 在 一 个 非 基 变量 zj;, 使 得 2; - c; = 0, 则 问题 有 另 一 个 
最 优 解 . 

4. 在 一 个 全 部 松弛 变量 为 初始 基本 解 的 问题 中 , 证 明 : 若 用 和 矩阵 形式 表示 单纯 形 表 , 其 求解 过 
程 如 3.3 节 所 示 , 对 应 的 目标 方程 为 
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n 
z— 》 CjT; —0 
j=l 


则 在 初始 单纯 形 表 中 将 自动 地 计算 出 所 有 变量 相应 的 2; — c; 的 值 . 


。 使 用 矩阵 形式 的 单纯 形 表 , 证 明 : 在 一 个 全 部 人 工 变量 为 初始 基本 解 的 问题 中 , 采用 3.4.1 


节 的 计算 过 程 , (用 约束 方程 ) 替换 出 目标 函数 中 全 部 的 人 工 变 量 , 则 得 到 的 初始 单纯 形 表 
将 自动 地 计算 出 所 有 变量 相应 的 z; 一 c; 的 值 . 


. 考虑 一 个 线性 规划 , 在 此 线性 规划 中 , 变量 zk 无 符号 限制 . 证 明 : 通过 替换 zk = zz — ui 


其 中 zi 和 zx 非 负 , 则 两 个 变量 在 不 同 的 最 优 解 中 彼此 相互 替换 是 不 可 能 的 . 


.给 出 一 个 一 般 形式 的 线性 规划 , 其 方程 由 m 个 方程 和 m 个 未 知 量 构成 , 确定 可 由 解 空间 中 


一 个 非 退化 极点 (所 有 基 变 量 > 0) 到 达 的 邻近 极点 的 最 大 数目 . 


. 在 应 用 单纯 形 法 的 可 行 性 条 件 时 , 假定 r = 0 是 一 个 基 变 量 ，zy 是 进 基 变量 , 并 且 


(B-!P;), 4 0. 证 明 : 即使 (B-!P;), 为 负 值 , 导出 的 基本 解 仍 保持 可 行 . 


.在 单纯 形 法 可 行 性 条 件 的 实施 过 程 中 , 第 一 次 遇 到 退化 解 (至 少 一 个 基 变量 = 0) 的 条 件 是 


什么 ? 在 下 一 个 迭代 中 继续 得 到 退化 解 的 条 件 又 是 什么 ? 从 数学 角度 解释 你 的 回答 . 


。 在 退化 和 非 退 化 的 情况 下 , 极点 与 基本 解 的 关系 是 什么 ?在 给 定 一 个 极点 且 假 定 非 循环 的 


情况 下 , 最 大 和 迭代 的 数目 是 多 少 ? 


。 考 虑 线性 规划 : max z = CX, st. AX <b, X 2 0, 其 中 b> 0. 假定 P; EHEH 


量 , 且 使 B^ P; 中 至 少 有 一 个 元 素 为 正 . 

(a) 如 果 P; 用 aP; Bi, 其 中 o 是 一 个 正 的 标量 , MEME m; 仍 保持 为 进 基 变量 , 找 
出 zj 的 值 与 P; 和 aP; 之 间 的 关系 . 

(b) 如 果 还 加 上 5 用 Bb 替换 , 其 中 8 是 一 个 正 的 标量 , 重 解 问题 (a). 

考虑 线性 规划 


max z —CX, st. AX <b, X20, #Pbz0 


在 得 到 最 优 解 后 , 建议 通过 减少 z; 的 单位 (资源 ) 需求 , 使 非 基 变量 r; 成 为 基 变量 (有 
利 的 ), 其 方法 是 , 对 于 不 同 资源 , 在 原 值 上 乘 上 +, 其 中 a > 1. 因为 单位 需求 减少 了 , 所 
以 预计 z; 的 单位 利润 也 将 减少 到 它 原 值 的 二. 这 种 变化 能 使 m; 成 为 有 利 可 图 的 变量 吗 ? 
从 数学 上 予以 解释 . 
考虑 线性 规划 

max z —-CX, st. (A,.I)X =b X20 


定义 Xs 是 以 B 为 基 的 基 向 量 , Cs 是 相应 的 目标 系数 向 量 . 证 明 : 如 果 Ce 由 新 的 系 
数 Ds BR, 对 于 基 向 量 Xs, 其 z; — c; 的 值 还 将 保持 为 零 . 这 个 结果 的 意义 是 什么 ? 
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13.2.1 节 得 到 了 最 优 性 条 件 和 可 行 性 条 件 , 现在 介绍 修正 单纯 形 法 的 计算 步骤 . 


$035 构造 一 个 初始 基本 可 行 解 , 并 令 B 和 Ce 分 别 是 相应 的 基 向 量 和 目标 系 
数 向 量 . 
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第 135 选择 一 种 适当 的 求 逆 方法 ? 计算 道 B. 
第 235 ”对 于 每 个 非 基 变量 zx;, 计算 


-1 
z;—cj = CgB P; — cj 


如 果 对 于 所 有 的 非 基 变量 rj, 在 极 大 化 问题 中 z — c; > 0( 在 极 小 化 问题 中 < 0), 
则 停止 计算 , 得 到 最 优 解 


Xp = B !b, z —-CpXnp 


否则 , 应 用 最 优 性 条 件 , 对 应 于 求 极 大 ( 极 小 ) 值 , 把 最 负 (E) 的 zj - cj 所 对 应 的 
非 基 变量 确定 为 进 基 变量 . 
第 3 步 计算 BP; 如 果 BP; 中 所 有 的 元 素 为 负 值 或 零 , 则 停止 计算 , 问题 
无 有 界 解 . 否则 , 计算 Bb 然后 , BP; 中 所 有 的 严格 正 元 素 , 由 可 行 性 条 
件 的 定义 确定 其 比值 . 相应 于 最 小 比值 的 基 变 量 x; 为 离 基 变量 . 
第 4 步 在 当前 基 B 中 ,通过 用 进 基 向 量 P) 替代 离 基 向 量 P, 来 构造 新 的 基 . 转 
入 第 1 步 , 开始 新 的 迭代 . 
例 13.2-1 

用 修正 单纯 形 算法 求解 Reddy Mikks 模型 (2.1 节 ). 3.3.2 节 中 已 经 使 用 单纯 
形 表 求解 过 相同 的 模型 . 比较 这 两 种 方法 , 将 看 出 它们 完全 一 样 . 

Reddy Mikks 模型 的 矩阵 表示 如 下 : 


max z — (5,4, 0, 0,0, 0)(T1, £2, £3, T4, £5, Te). 


64 1000 T2 24 
1 20100 T3 
s.t. = 
-1 1 001 0 T4 
01000 1 Z5 2 


T1, T2, £3, L4, T5, Z6 2 0 


我 们 用 符号 C = (ci, cz,… ,ce) 表示 目标 函数 的 系数 , 并 用 (P1, P2,… Pc) 表示 
约束 方程 的 列 向 量 . 约束 的 右 端 项 由 向 量 b 给 出 . 


(D 在 大 多 数 线性 规划 的 介绍 中 , 包括 本 书 的 前 6 版 , MEREN ( 见 附录 D.2.7) 的 来 积 结构 方法 统一 
到 了 修正 单纯 形 算法 中 , 因为 来 积 结构 非常 有 助 于 修正 单纯 算法 的 计算 , 其 中 在 相继 的 迭代 中 , 其 基 
恰好 有 一 列 不 同 . 这 个 细节 已 在 这 次 的 介绍 中 去 掉 , 因为 它 使 得 算法 看 起 来 比 真 实 的 算法 更 复杂 . 此 
外 , 床 积 结构 已 经 很 少 用 于 线性 规划 代码 的 开发 ， 因 为 它 不 是 为 自动 计算 而 设计 的 , 在 自动 计算 中 ， 
机 械 合 入 误差 可 能 是 一 个 严重 的 问题 . 通常 ,一些 高 级 的 数值 分 析 方 法 , 像 LU 分 解 方法 , 都 可 用 
于 矩阵 的 求 逆 ，( 顺 便 提 一 句 , TORA 和 矩 阵 求 逆 就 是 基于 LU 分 解 的 .) 
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在 下 面 的 计算 中 , 我 们 将 给 出 每 一 步 计 算 的 代数 式 , 并 直接 给 出 它 最 终 的 数值 
结果 而 不 附加 详细 的 算术 运算 . 你 将 发 现 这 样 处 理 有 助 于 说 明 各 步 又 的 关系 . 

选 代 0 

Xn, = (T3, £4, £5, 26)l, CB = (0, 0, 0,0) 
Bo =(P}, P4, Ps, Pe) = I, Bj! = I 
因此 ， 
X B, = By!b = (24,6,1,2)T, z-Cg Xp, —0 
最 优 性 计算 : 
CB, Bo! — (0,0,0,0) 
{z; — cj}j=1,2 = € B, Bo! (P1, P2) — (61,02) = (—5, -4) 

因此 , P, 是 进 基 向 量 . 


可 行 性 计算 : 
X p, = (23, 24,25, £6)" = (24,6, 1,2)T 
Bj P, = (6,1, —1,0)7 
因此 ， 


£i = min {Z S -,-} = min(4,6, -,-) = 4 


因而 , Ps 成 为 离 基 向 量 . 
上 述 结果 可 以 总 结 为 熟悉 的 单纯 形 表格 形式 ， 这 种 表示 将 帮助 你 确信 两 种 方 
法 本 质 上 是 相同 的 . 你 将 发 现 , 在 随后 的 迭代 中 , 它 有 益 于 开发 类 似 的 表格 . 


基 Tı T2 T3 z4 z5 Z6 解 
z -5 -4 0 0 0 0 0 
T3 6 24 
T4 1 6 
T5 —1 1 
T6 0 2 
迭代 1 
Xp, —(21,24,75,26)!, Cp, = (5,0,0,0) 
6 000 
1100 
B 一 P , P 3 P , P 一 
1 一 (P4, P4, Ps, Pe) 010 
0 0 1 
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采用 适当 的 求 逆 的 方法 ( 见 附录 D.2.7, 特别 是 乘积 结构 方法 ), 得 到 的 逆 矩 阵 为 


1000 
- -1100 
Bj!- S 1 
s 0 0 
000 1 
因此 ， 
Xn = Bi'b = (4, 2, 5,2)7, z= CB, Xs, = 20 
最 优 性 计算 : 


Cg, Bi'= (io 0, o) 


- 2 5 
{2 — cj}j=2,3 = C s, Bi! (P2, P3) — (c2, c3) = (-$ 5) 


3'6 
因此 , P, 是 进 基 向 量 . 


可 行 性 计算 : 
X p, — (21, £4, 25, £6)” = (4,2,5,2)T 
BĮ P= G 3’ D 1) 
Elit, 2 3 
52 . 3 
T2 -minfa gg 3 = min {2,3,2) = 2 
因而 , P 成 为 离 基 向 量 . (你 将 发 现 前 面 在 迭代 0 中 用 单纯 形 表 来 概括 结果 是 很 有 
帮助 的 .) 
迭代 2 
Xp,—(zi,2,25,27e)', Cp, = (5,4,0,0) 
6 40 0 
B2= (P1, P2, Ps, Pe) = i i 0 
010 1 
因此 ， 
1 -poo 
一 工 3 0 0 
-1 _ 8 4 
"Sj -paro 
$ -cboid 
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从 而 ， 


3 51YT 
xm = Bi'b= (5.5.5. ) , z = Cp, Xp, —21 


NI = 


最 优 性 计算 : 


- 3 1 
C5,B; iz (i 500) 


- 3 1 
(2; — 6535234 =C B, B3 (P3, P4) — (es, 4) = (i 5) 


因此 , X 5, 是 最 优 解 , 计算 结束 . 
最 优 解 的 概括 : 

zı =3, z5—15, z=21 
习题 13.2B 


1. 在 例 13.2-1 中 , 概述 3.3 MERECE X p GA 1 的 数据 . 
2. 用 修正 单纯 形 方法 求解 下 列 线性 规划 : 


(a) max z = 6zi — 2T2 十 3zs *(b) max z —2zi-t z2 + 223 
s.t. 21 一 Z2 十 273 近 2 s.t. 4rı +3z2+ 8zs 近 12 
zi 十 473 <S 4 4zxid z2 +12z3< 8 
r1,22,232 0 471 一 Z2 十 3z3& 8 


T1, £2, T3 之 0 


(c) min z = 27l + T2 (d) min z = 5zi — 4r2 + 623 + 874 
s.t. 3zı + r2—3 s.t. zi 7224-323 d 724 € 46 

4x17 322 26 3zi— T2+ ZX3 十 274 < 20 

zı +2z2 <3 2zı +3z2— z34d 24218 

21,2220 z1,22,23,24 2 0 


3. 用 修正 单纯 形 法 求解 下 面 的 线性 规划 , 已 知 可 行 的 初始 基 向 量 XB, = (12, £4, 25)". 


min z = 7x2 + llz3 一 10z4 + 26T6 


s.t. z2— T3 十 7Z5 十 Ze— 6 
Z2 一 2Z3 十 2Z4 T3zs- 8 
xı + £2 — 3T3 + T4 + T5 =12 


T1, 22, £3, 14, 25,26 2 0 


4. 用 两 阶段 修正 单纯 形 方法 求解 下 面 的 问题 : 
(a) 第 2-c 题 . (b) 第 2-d 题 . 
(c) 第 3 题 (不 考虑 给 出 的 初始 X p). 

5. 修正 对 偶 单 纯 形 法 . 修正 对 侦 单 纯 形 法 (使 用 矩阵 运算 ) 的 计算 步骤 总 结 如 下 ， 
第 0 步 令 Bo = 了 是 初始 基 , 而 且 X a, 的 元 素 至 少 有 一 个 取 负 值 (不 可 行 ). 
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第 1 步 计算 多 Bs = B16 为 基 变 量 的 当前 值 . 选择 最 负 的 z. 作为 离 基 变 量 . 如 果 Xp 
的 所有 元 素 均 非 负 , 停止 计算 , 当前 解 是 可 行 的 (并 且 是 最 优 的 ). 

第 215 (a) 对 于 所 有 的 非 基 变量 zj, 计算 zj - cj = CpB-1P; - cj 

(b) 对 于 所 有 的 非 基 变 量 zi, 对 应 于 离 基 变量 z 的 行 , 计算 约束 系数 (B^'P;),. 

(c) 进 基 变 量 与 下 面 的 比值 有 关 : 


às 
j 


如 果 所 有 的 (B-'P;), > 0, 则 可 行 解 不 存在 . 
第 3 步 ”交换 进 基 向 量 和 离 基 向 量 (P; 与 P.) 得 到 新 的 基 . 计算 新 的 逆 和 矩阵 , 并 转 到 第 
1 步 . 
应 用 这 种 方法 求解 下 面 的 问题 : 
min z = 371+ 27z2 
s.t. 3zic- 2722 3 
421-3222 6 
zict2z2& 3 
T1, T2 2 0 
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在 线性 规划 模型 中 , 可 能 会 明确 地 给 出 变量 的 上 界 和 下 界 . 例如 , 在 生产 设备 
中 , 可 以 用 下 界 和 上 界 表 示 某 些 产品 的 最 小 和 最 大 需求 . 有 界 变 量 还 经 常用 在 求解 
整数 规划 的 分 支 定 界 算法 (I 8.3.1 节 ) 中 . 

有 界 变 量 算法 的 计算 效率 高 , 因为 它 隐 式 地 考虑 到 了 变量 的 边界 . 先 考虑 下 界 
情况 , 因为 它 更 简单 些 . 假设 X > L, 我 们 可 以 在 整个 问题 中 运用 代 换 


X-L-X', X'20 


并 求解 以 X" 为 变量 的 问题 (X 的 下 界 现 在 为 0). 原来 的 X. 由 反 代 换 得 到 , 这 是 
合理 的 , 因为 对 所 有 的 X > 0， 它 保证 X = X' - L 保持 非 负 . 

下 面 考虑 上 界 约束 X < U. 直接 代 换 的 概念 (ERE X =U - X", X" > 0) 
并 不 正确 , 因为 道 代 换 X = U - x" 并 不 能 保证 X 保持 非 负 . 因此 , 需要 运用 不 
同 的 处 理 方法 . 

定义 上 有 界 的 线性 规划 模型 如 下 : 


max z = {CX |(A,.D)X =b, 0« X <U} 


有 界 算法 仅 使 用 了 约束 (A, ID)X =b, X > 0, 而 通过 修改 单纯 形 法 的 可 行 性 条 件 
来 隐 式 地 说 明 X <U. 


£j — Cj 


(B^! Pj), 


, (B! Pj), < o} 
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$ Xs = Bb È (A.D)X =b, X > 0 当前 的 基本 可 行 解 , 并 按照 (常规 的 ) 
最 优 性 条 件 , P; 是 进 基 向 量 . 若 所 有 其 他 的 非 基 变量 为 零 , 则 第 i 个 基 变 量 的 约束 
方程 可 以 写成 
(XB); = (B^'5), - (B^ P5),u; 


当 进 基 变 量 zx; 由 零 开始 增加 时 , (X 5), 将 根据 (B^!P,), 取 负 值 或 取 正 值 而 增 大 
或 减 小 . 因此 , 在 确定 进 基 变 量 z; 中 , 有 3 个 条 件 必须 满足 . 

(1) EZE (X 5), 保持 非 负 , 也 就 是 (Xs); > 0. 

(2) ÆRE (X 5), 不 超过 它 的 上 界 , 也 就 是 (X 5), < (Up), 其 中 Us 由 UU 中 
与 Xp 对 应 的 元 素 组 成 . 

(3) 进 基 变量 Ij 不 能 取 到 大 于 其 上 界 的 值 ， 也 就 是 Tj < uj, 其 中 uj 是 U 的 
第 3 个 元 素 . | 

第 一 个 条 件 (X5), > 0 需要 

(B^!6), - (B^! P);z; 20 

这 个 条 件 满足 仅 当 


B b) 
z; <h = mia f ER | (B^ P3,» o} 


这 个 条 件 与 常规 单纯 形 法 的 可 行 性 条 件 完全 相同 . 
TK, 条 件 (X p), < (Up), 指明 


(B^), - (B^! Pj), z; < (Un), 


它 被 满足 仅 当 
(B-'b), - (Un), 
(B^ P;) 


| (B^! Pj), <o) 
结合 这 3 个 限制 , z; 在 满足 这 3 个 条 件 的 情况 下 进入 解 , 也 就 是 ， 


< m= miaf 
i 


i 


Zi 二 min{01, b2, Bi] 


对 于 下 一 步 和 迭代, 基 的 变化 依赖 于 c; 在 01,02, p; 的 水 平 上 是 否 进入 解 . 假定 
(X 5), 是 离 基 变量 , 则 有 下 列 规则 . 

(1) z; = 61: (X p), 离开 基本 解 ( 变 为 非 基 ), 其 取 值 为 零 . 用 常规 的 单纯 形 法 
得 到 新 的 迭代 , 此 时 z; 和 (Xa), 分 别 作为 进 基 和 高 基 变量, 

(2) z; = 63: (X p), 变 为 非 基 变量 , 并 取 它 的 上 界 值 . 类 似 于 z; = b 的 情况 
得 到 新 的 迭代 , 但 需要 作 一 项 修正 , 就 是 要 考虑 到 这 样 一 个 事实 : (和 as), 变 为 非 基 
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并 取 它 的 上 界 值 . 因为 9, 和 6 需要 所 有 的 非 基 变量 取 零 值 (请 你 自己 证 明 的 确 如 
此 ), 我 们 必须 将 达到 上 界 的 新 非 基 (X 5), 转换 成 一 个 取 零 值 的 非 基 变量 . 这 一 要 
求 可 以 用 代 换 (X 5), = (Up), - (Xb), 来 达到 , 其 中 (XX5), > 0. 在 计算 新 的 基 
之 前 还 是 之 后 做 代 换 , 这 是 无 关 紧 要 的 . 
(3) zi = uj: 基 向 量 X p RETE, 因为 zj = u; 是 在 迫使 当前 基 变 量 中 任何 
一 个 变量 达到 它 的 下 界 (= 0) 或 上 界 之 前 停止 . 这 意味 着 c; 将 保持 为 非 基 变量 但 
达到 其 上 界 . 下 面 将 要 介绍 由 代 换 zj = wj - 2 生成 的 新 迭代 . 
1. 02 和 uj 间 的 联系 可 随意 解除 , 但 最 好 尽 可 能 执行 规则 zj; = wj, 因为 它 只 
要 较 少 的 计算 . 
代 换 Tj = uj - zj 将 原始 数据 cj, Pj 变 成 Cj = —6j, P; = —Pj, 将 5 变 成 
b =b- uP; 这 意味 着 如 果 使 用 修正 单纯 形 方法 , 所 有 的 计算 (例如 , B, Xs, 
zj — c5) 将 使 用 每 次 迭代 中 C, A, b 的 更 新 值 (进一步 的 细节 请 见习 题 13.3A 的 第 
5 题 ). 
例 13.3-1 
用 上 有 界 算法 求解 以 下 线性 规划 模型 ? : 
max z = 3z + 5y + 2z3 
s.t. 2Z1 十 y+2r3< 14 
271 十 4 十 3zs < 43 
0 < z1 <4, 7 <y <10, 0< z3 <3 
对 y 的 下 界 用 代 换 y = zz +7, 其 中 ,0 < za <10-7=3. 
为 了 避免 被 计算 的 细节 “转移 思路 "我们 并 不 用 修正 单纯 形 方法 来 完成 计算 . 


相反 , 我 们 将 用 紧 姿 的 表格 形式 计算 . 习题 13.3A 的 第 5 题 至 第 7 题 使 用 算法 的 修 
正版 . 


迭代 0 
基 £1 z2 T3 ra T5 M 
z 一 3 一 5 一 2 0 0 35 
Z4 1 1 2 1 0 7 
T5 2 4 3 0 1 15 


RITA B = B` = I, Xp = (zs)! = Bb = (7,15)7. 已 知 zz 是 进 基 变 
E (zz - c2 = -5), 我 们 得 到 
B P; = (1,4)7 


— Nc * dd SAT S NUR 


o 
D 


NR GAMME: . MUN d 
RN VAS Eae CERE 
Iki (文件 toraEx13.3-1.txt). 


D 可 以 用 TORA 的 lié RR 
yi peere 
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于 是 得 
01 =min 位 $} = 3.75, 对 应 于 zs 
65 —oo (因为 B^! P5 > 0) 

下 面 给 出 进 基 变量 的 上 界 , BI za «3, 其 依据 如 下 : 
T2 = min (3.75,00,3) = 3 (= u2) 


因为 z2 在 其 上 界 处 (= wz = 3) 进 基 , X 5 保持 不 变 , 故 r 成 为 取 值 为 其 上 界 的 非 
基 变 量 . 我 们 用 代 换 ra = 3 — 25 来 获得 如 下 新 的 单纯 形 表 : 


基 zi z) z3 Z4 r5 解 
z -3 5 一 2 0 0 50 
T4 1 一 1 2 1 0 4 
T5 2 —4 3 0 1 3 


代 换 确实 改变 了 原单 纯 形 表 的 右 端 项 , 由 b= (7,15)T 变 到 了 b = (4,3). 在 进 一 
步 的 计算 中 应 当 考虑 这 一 改变 . 
迭代 1 进 基 变量 是 z1. 基 向 量 Xe 和 B (= 了 ) 与 迭代 0 相同 . 于 是 ， 


B P, = (1,2)7 
. (43 
0, = min E z} = 1.5, 对 应 于 基 变 量 zs 
b=% (因为 B^! P, > 0) 


因此 ， 
zı = min (1.5,00,4) = 1.5 (= 01) 


所 以 , 进 基 变量 zi 成 为 基 变量 , 离 基 变量 zs 变 成 取 值 为 零 的 非 基 变 量 , 由 此 得 到 


基 zi zi £3 z4 z5 v 
z 0 -1 $ 0 à He 
T4 0 1 i 1 -i 3 
zi 1 -2 3 0 i 3 


迭代 2 SB 


因此 ， 
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T 
Xp-(z,z) = Bb = E 5) 


其 中 必 = (4,3) 是 由 迭代 0 计算 的 . 选择 r, 作为 进 基 变量 , 并 注意 , P, = Poa, 
我 们 得 到 

B!P} = (1,-2)T 
因此 ， 


5 
01 = min 位 -} = 2.5, 对 应 于 基 变量 r, 


3 
2 - min {~ - = 1.25, 对 应 于 基 变 量 zi 


则 有 
z3 = min (2.5,1.25,3) = 1.25 (= 63) 
因为 zi 是 取 其 上 界 值 的 非 基 变量 , 我 们 应 用 代 换 zi = 4 — 21, 得 到 


基 zi zh z3 T4 z5 解 
z 0 -1 $ 0 3 E 
Z4 0 1 i 1 -i 3 
C E 


TE, 进 基 变量 z 成 为 基 变 量 , 离 基 变 量 r 变 为 取 其 上 界 值 的 非 基 变量 ,由 
此 产生 如 下 表格 : 


基 zi zh T3 T4 T5 解 
5 1 9 1 9 要 
u -) 9 —$—31 —i 1 
40 Por Poo joo d 


最 后 这 张 表 是 可 行 的 且 是 最 优 的 . 注意 , 最 后 两 步 能 够 相互 交换 , 这 意味 着 我 们 能 
够 先 让 r, 成 为 基 变 量 , 然后 再 作 代 换 zi = 4 — 过 (请 试 着 做 0). 然而 , 这 里 提供 的 
顺序 有 较 少 的 计算 量 . 
zi, 22, r3 的 最 优 值 通 过 逆 代 换 得 到 ， 分 别 为 zı = wi 一 21 — 4— 0 — 4, 
z2 = w2 — £3 = 3 — Š = 1, r3 = 0. 最后, 我们 得 到 y= i522 274-1 = 99. 相应 
的 目标 函数 的 最 优 值 > 是 2. 
习题 13.3A 
1. 考虑 下 面 的 线性 规划 : 
max 2 一 271 十 22 
s.t. rid r2 <3 
0£z;«2,0&z2«2 
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(a) 用 图 解法 求解 问题 , 并 给 出 在 求 最 优 解 过 程 中 所 得 到 的 极点 序列 . (可 以 用 TORA.) 
(b) 用 上 有 界 算法 求解 问题 , 并 说 明 该 方法 产生 极点 序列 与 图 解法 产生 的 极点 序列 相同 
(可 以 用 TORA 产生 相应 的 迭代 ). 
(c) 上 有 界 算 法 如 何 识别 极点 ? 
*2。. 用 有 界 算法 求解 下 面 的 问题 : 
max z= 671+272+873 十 474 十 275 + 10z6 
s.t. 821 + T2 +8r3 + 2x4 + 275 + 4ze S 13 
0cz;j€«1j212.-.,6 
3. 用 有 界 算 法 求解 下 列 问题 : 
(a) min z = 6zi — 2z2 一 3zs 
s.t. 2rı +4T2 + 223 «8 
ZL 一 272 十 373 S 7 
Üxris2,0£z22x2,0xz35x1l 
(b) max z = 3x1 + 5r2 4273 
s.t. Tı +2z2+2r3< 10 
271 十 472 十 373 < 15 
Oxzi&€4,0xz2x3, 0X z3x3 
4. 在 下 列 问题 中 , 有 一 些 变量 有 正 的 下 界 . 用 有 界 算 法 求解 下 列 问题 . 
(a) max z 一 3zl 十 2z2 — 2z3 
s.t. 2ric Z2 十 Z3 所 8 
Ti-ct2272— 2323 
1 < xı < 3, 0 < z2 S 3, 2 S T3 
(b) max z= Tı + 2z2 
s.t. —zı +2xz22 0 
3zı +2z2 <10 
-zı + r2& 1 
1€zi«3,0€z;«1 
(c) max z= 4zx1 十 272 + 673 
s.t. 471 一 22 < 9 
一 ZL1 十 Z2 十 273 莹 8 
一 371 + £2 + 4z3 € 12 
1€zi&€3,0€z2x5,0xz3x2 
5. 考虑 有 界 变量 问题 的 矩阵 定义 . 假定 向 量 X 被 划分 成 (X, Xu), 其 中 XV 表示 在 算法 进 
行 过 程 中 会 在 上 界 处 被 替换 的 基 变 量 和 非 基 变量 . 因此 , 问题 可 以 写成 
1 -C: -Cy{ i 0 
(a D. D, ) Tj- (2) 
X. 
ERR X, =U- XL, 其 中 U, 是 U 的 子 集 , 表示 X. 的 上 界 , 9 B(M X8) 表示 在 
X, 被 代 换 后 当前 单纯 形 先 代 的 基 (和 基 变 量 ). 证 明 : 与 有 界 问 题 相 对 应 的 单纯 形 表 具 有 
如 下 形式 : 
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XT XT 解 
z CgB^!D.-C -CgB^ !D,4C., C,B- b + CU, 
Xn B-!D, -B^ D, B-!b' 


其 中 b =b- DuU,. 
6. 在 例 13.3-1 中 , 完成 如 下 工作 . 
(a) 在 迭代 1 F, 使 用 矩阵 运算 , 验证 X p = (4,021)! = ($ , 
(b) 在 迭代 2 中 , 说 明 B- 如 何 由 问题 的 原始 数据 来 计算 . 然后 用 矩阵 运算 验证 基 变 量 
z4 和 z2 的 给 出 的 值 . 
7T. 对 于 上 有 界 变量 , 用 修正 单纯 形 法 (矩阵 形式 ) 来 求解 第 3 题 的 (a). 
8. 有 界 对 偶 单 纯 形 算法 . 修正 (4.4.1 节 的 ) 对 偶 单 纯 形 算法 以 适应 有 界 变量 问题 , 其 形式 如 
F. 对 于 所 有 的 j, 给 出 其 上 界 约束 zj 和 她 (如果 u 是 无 穷 , 则 用 一 个 充分 大 的 上 界 M 
来 代替 ), 将 线性 规划 问题 转化 成 对 偶 可 行 ( 即 原始 问题 最 优 ) 的 形式 , 必要 时 可 借助 于 代 换 
Tj = uj — mj. 
第 1 步 ” 如 果 当 前 基 变 量 中 任何 一 个 ( 义 B), 超过 它 的 上 界 , 作 代 换 (Xs); = (UB), 一 
(XB). 转 到 第 2 zb. 
第 2 步 ”如 果 所 有 的 基 变 量 是 可 行 的 , 则 停止 计算 . 否则 , 选择 离 基 变 量 mu, 它 在 基 变 量 
中 有 最 负 的 值 . 转 到 第 3 步 . 
第 3 步 ”用 常规 的 对 偶 单 纯 形 法 (4.4.1 节 ) 的 最 优 性 条 件 选 择 进 基 变 量 . 转 第 4 步 . 
第 4 步 ” 完成 基 的 改变 . 转 到 第 1 步 . 
针对 下 列 问 题 应 用 给 出 的 算法 进行 计算 : 
(a) min z = —3z,; 一 272 + 273 
s.t. 2xiài- zo z3& 8 
—z£i +2r2 + z5 2 13 
Oczi&2,0&z2«X3,0&z3x1 
(b) max z= zı + 5x2 — 2z3 
s.t. 4r|--2z2--2z:3«26 
T1 +3T2 + 4T3 217 
0< zı <2, 0< z2 <3, z3 20 


13.4 对 18 


第 4 章 中 已 处 理 过 对 偶 问 题 . 本 节 介 绍 有 关 对 偶 问 题 更 加 精确 的 处 理 方 法 , 并 
使 我 们 能 够 检验 构成 第 4 章 后 最 优 分 析 基 础 的 原始 -对 偶 关 系 . 这 里 的 介绍 还 莫 定 
了 参数 规划 的 基础 . 


13.4.1 “对偶 问题 的 矩阵 定义 
假定 具有 m 个 约束 和 n 个 变量 的 等 式 形式 的 原始 问题 定义 如 下 : 
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max z= CX 
s.t. AX =b 
X 20 


4 WE Y = (yi, yo, --- ,ym) 表示 对 偶 向 量 , 按照 表 4.2 所 述 规则 , 构造 其 对 偶 
问题 如 下 : 
min w = Yb 
st. YA2C 
Y 无 限制 


Y4 > C 中 的 某 些 约束 可 能 会 覆盖 无 符号 限制 的 Y. 
习题 13.4A 


1. 证 明 : 对 偶 问 题 的 对 偶 是 原始 问题 . 
*2， 如 果 原 始 问题 由 min z = {CX | AX >b, X > 0) 的 形式 给 出 , 确定 相应 的 对 偶 问 题 . 


13.4.2 ”最 优 对 偶 解 


本 节 建 立 原始 问题 与 对 偶 问题 之 间 的 关系 , 并 说 明 如 何 从 原始 问题 的 最 优 解 确 
定 对 偶 问题 的 最 优 解 . 令 B 是 原始 问题 的 当前 最 优 基 , 定义 Ce 是 与 最 优 向 量 Xp 
相对 应 的 目标 函数 的 系数 . 
定理 13.4-1( 弱 对 偶 定理 ) 对 于 任意 的 原始 问题 与 对 偶 问题 的 可 行 解 对 (X,Y), 
极 小 化 问题 的 目标 函数 值 是 极 大 化 问题 目 标 沪 数 的 一 个 上 界 . 对 于 最 优 解 对 (XI, 
Y*), 则 目标 函数 值 相 等 . 
证 明 ”可 行 解 对 (X,Y) 满足 两 个 问题 的 所 有 限制 条 件 . 在 极 大 化 问题 的 约束 两 边 
ANER (无 限制 的 )Y, 我 们 得 到 


YAX=Yb=w (1) 
同样 , 对 于 极 小 化 问题 , 不 等 式 约束 的 两 边 同时 右 乘 处 (> 0), 我 们 得 到 
YAX2CX 
或 者 
YAX2CX-z (2) 


(向 量 X 的 非 负 性 是 保证 不 等 式 方向 的 关键 .) 结合 (1) 和 (2), 我 们 得 到 z < w 对 
于 任意 的 可 行 解 对 (X,Y) RÈ. 

注意 , 这 个 定理 并 不 依赖 于 将 问题 标记 为 原始 问题 或 对 偶 问 题 . 重要 的 是 每 个 
问题 中 最 优 解 的 意义 . 特别 是 , 对 于 任意 的 可 行 解 对 , 极 大 化 问题 的 目标 值 不 会 超 
过 极 小 化 问题 的 目标 值 
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该 定理 的 含意 是 , 由 于 对 任意 的 可 行 解 有 z < w, 因此 , 当 两 个 目标 值 相 等 时 ， 
我 们 就 会 得 到 极 大 化 的 z 和 极 小 化 的 w. 这 个 结果 的 重要 性 在 于 , 任何 原始 问题 的 
可 行 解 与 对 偶 问 题 的 可 行 解 相 对 于 最 优 解 的 “ 优 度 ” 可 以 用 (w — z) 与 53 的 比 
值 来 检验 . 比值 22) 越 小 , 说 明 两 个 解 越 接近 最 优 解 . PENI E 5608 3 y 
并 不 意味 着 最 优 目标 值 是 4. 

如 果 两 个 问题 的 目标 值 中 有 一 个 无 界 , 会 怎么 样 呢 ? 回答 是 , 另 一 个 问题 一 定 
是 不 可 行 的 .如果 不 是 这 种 情况 ， 则 两 个 问题 均 有 可 行 解 ， 并 且 关 系 式 z < w X 
X 这 是 不 可 能 的 结果 , 因为 由 假设 , 或 者 z = +0 或 者 w = —oo. 

接 下 来 的 问题 是 : 如 果 一 个 问题 不 可 行 , 另 一 个 问题 一 定 是 无 界 的 吗 ? 不 一 定 . 
下 面 的 反例 说 明了 原始 问题 和 对 偶 问 题 均 不 可 行 (用 图 形 来 验证 !). 


原始 max z={z1 + £2 | z1 — £2 S —1, -Zl 二 x2 € 71, 21,72 2 0} 
对 偶 min w={-y -y2 | y1 -y2 2l, Cn t 922 1, yn y2 2 0) 


定理 13.4-2 给 定 原始 问题 的 最 优 基 B de 55 Cd RS B ARAUCA E Cp, 则 对 
偶 问 题 的 最 优 解 是 
Y=CpB-! 

证 明 ”由 定理 134-1, 证 明 只 和 需 验 证 两 点 : Y = CpB-! 是 对 偶 问 题 的 可 行 解 , H 
z = W. 

Y -CgB ! 的 可 行 性 由 原始 问题 的 最 优 性 保证 , z; - cj > 0 对 一 切 ; 成 立 ， 
即 

CpgB !A-C20 


(& 7.2185) 因此 , YA-C20 RYA? C, 这 说 明 Y = CB 是 对 偶 问题 的 
一 个 可 行 解 . 
下 面 证 明 w = z. 注意 到 


w= Yb = CgB™'b (1) 
类 似 地 , 由 于 原始 问题 的 解 为 X5 = Bb, 我 们 得 到 
z—CpXp— CpgB b (2) 


由 关系 式 (1) 和 (2), 可 得 结论 z = w. 

对 偶 向 量 Y = CsB-! 有 时 被 称 为 对 偶 (dual) 或 影子 价格 (shadow price), 其 
名 称 是 由 4.3.1 节 中 对 偶 变 量 的 经 济 学 解释 演化 而 来 的 . 

假定 P; 是 A 的 第 7 列 , 由 定理 13.4-2, 我 们 注意 到 


Zj — Cj —CgB !Pj — Cj =YP]; — Cj 
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表示 对 偶 问题 约束 的 左 端 项 与 右 端 项 之 差 ， 极 大 化 原始 问题 是 以 zj 一 ce; <0 至 
少 有 一 个 ; 成 立 开 始 , 这 意味 着 相应 的 对 偶 约束 YP; > cj 不 满足 ， 当 原始 问题 
达到 最 优 解 时 , 我 们 得 到 z; - cj > 0 对 所 有 的 j RL, 这 意味 着 相应 的 对 偶 解 
Y = CB 已 成 为 可 行 解 . 因此 , 当 原 始 问 题 寻找 最 优 性 时 , 其 对 偶 问 题 自动 地 
寻找 可 行 性 . 这 一 点 是 对 偶 单纯 形 法 (4.4.1 节 ) 的 发 展 基础 ， 对 偶 单 纯 形 方法 以 优 
于 最 优 但 不 可 行 的 解 开始 , 并 在 随后 的 迭代 中 保持 最 优 性 , 直到 在 最 后 的 迭代 中 获 
得 可 行 性 为 止 . 这 与 (原始 ) 单纯 形 法 (第 3 章 ) 形成 明显 的 对 照 ; 原始 单纯 形 法 保 
持 劣 于 最 优 但 可 行 的 解 开 始 和 迭代 , 直到 获得 最 优 性 为 止 . 

例 13.4-1 


如 下 线性 规划 最 优 基 为 B = (Pi, Pa). 写 出 其 对 偶 问题 , 并 用 原始 问题 的 最 优 
基 求 出 对 偶 问 题 的 最 优 解 . 
max 2 一 371 十 572 
s.t. Tı +2r2 +23 =5 
—T1 + 3T2 十 Z4 一 2 
71,22,13,24 20 
对 偶 问 题 是 
min w = yı + 2y2 
s.t. yi— y223 
21 t 3y2 2 5 
yny22 0 
我 们 有 X5 = (11,24) 和 Ca = (3,0). 最 优 基 及 其 道 分 别 为 


1 0 1 
B- , Biz 0 
-1 1 1 1 


与 其 相对 应 的 原始 问题 和 对 偶 问 题 的 解 分 别 为 


(z1,24)7 = B^ !b = (5,7)7 
(51,92) 2 CaB^! = (3,0) 
两 个 解 均 是 可 行 的 , 并 且 z = w = 15( 请 验证 !). 因此 , 两 个 解 均 是 最 优 的 . 


习题 13.4B 


1. 验证 : 在 定理 13.4-1 后 面 给 出 的 数值 例子 的 对 侦 问 题 是 正确 的 . 然后 用 图 解法 验证 原始 问 
题 和 对 偶 问 题 均 无 可 行 解 . 
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2. 考虑 如 下 线性 规划 : 
max 2z 一 50zl + 30x2 + 10zs 
s.t. 271 十 zo = 1 
2x2 一 一 5 


3. 


4. 


*5. 


4zi +zr3= 6 
1,272,232 0 
(a) 写 出 其 对 偶 问 题 . (b) 用 观察 的 方法 说 明 原始 问题 不 可 行 . 
(c) 说 明 (a) 中 的 对 偶 问 题 无 界 . 
(d) 从 第 1 题 和 第 2 题 , 研究 出 一 个 关于 原始 问题 和 对 偶 问 题 不 可 行 与 无 界 的 一 般 结 论 . 
考虑 如 下 线性 规划 : 
max z = bz, + 12r? + 4T3 
s.t. 221— r2 3z3 一 2 
7Z1 十 27z 十 Z3 十 Z4 一 5 
T1, 22,23, 24 20 


(a) 写 出 其 对 偶 问 题 . 
(b) 在 下 列 每 种 情况 中 , 对 于 原始 问题 , 首先 验证 给 出 的 基 B 是 可 行 的 . 接 下 来 , 用 Y = 
Cas 互 ”计算 相应 的 对 偶 变 量 , 并 验证 原始 问题 的 解 是 否 为 最 优 解 . 


(i) B = (P4, P3) (ii) B = (P5, P3) 
(iii) B = (Pi, P5) (iv) B = (P4, P4) 
考虑 如 下 线性 规划 ， 


max z = 2z, + 472 + 4T3 一 3z4 
S.t. Zl 二 T2 +T3 =4 
ZL 十 4z72 十 7Z4 一 8 
21,22,23,24 20 


(a) 写 出 其 对 偶 问 题 . 

(b) 对 所 有 的 非 基 向 量 P;, 计算 zj 一 cj, 验证 B = (P5, P3) 是 最 优 基 . 

(c) 求 相 应 的 对 偶 问题 的 最 优 解 . 

一 个 线性 规划 模型 包括 2 个 变量 zx: 和 z2, 以 及 3 个 类 型 为 < 的 不 等 式 约束 . 与 约束 对 
应 的 松弛 变量 为 za, a, rs. 假定 最 优 基 为 B = (P1, P2, Ps), 且 它 的 逆 为 


原始 问题 和 对 偶 问 题 的 最 优 解 是 
X B= (zi,22,23). = (2,6,2)7 
Y = (yı, y2, y3) = (0,3,2) 


用 原始 问题 和 对 偶 问 题 两 种 方法 确定 目标 函数 的 最 优 值 . 
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6. 对 于 原始 问题 和 对 偶 问 题 的 最 优 解 , 证 明 下 面 的 关系 式 : 


y» (B^'P,),- vao 
i=l 1 一 1 


其 中 Ca = (c502, ,cm), Pk = (Gik, a2k,* amk) , k = 52, ,n, H (B^ P), 
是 BP. 的 第 i 个 元 素 . 


*T. Sil 
max z = (CX | AX =b, XXE Ribl) 
的 对 偶 问 题 . 
8. 证 明 : 
max z = {CX | AX «b,0«Lx«x X «U) 
的 对 偶 问 题 总 有 可 行 解 . 


13.5 ”参数 线性 规划 


参数 线性 规划 是 4.5 节 提 出 的 后 最 优 分 析 的 延伸 . 它 详 细 研 究 目标 函数 系数 和 
约束 右 端 项 在 预定 的 连续 变化 区 域内 对 于 最 优 解 的 影响 效果 . 
4 X = (21,22 ,zn) 并 定义 线性 规划 如 下 : 


max z 一 ox Y Pis; =b, x>o) 
j=1 
在 参数 分 析 中 , 用 参数 化 函数 C(t) 和 bt 分 别 表示 目标 函数 C 和 右 端 项 向 量 b, 
其 中 t 是 可 变化 的 参数 . 从 数学 角度 上 讲 , 可 以 假定 t 为 任意 的 正 值 或 负 值 . 然而 ， 
在 实际 中 , t 通常 表示 时 间 , 因此 , 它 是 非 负 的 . 在 这 里 的 介绍 中 , 我 们 将 假定 上 > 0. 
参数 分 析 的 一 般 思想 是 以 t= 0 时 的 最 优 解 开始 . 然后 , 我 们 用 单纯 形 法 的 最 
优 性 和 可 行 性 条 件 确定 这 样 一 个 区 域 0 < t < 6: 在 这 个 区 域 中 , t = 0 时 的 解 仍 
保持 最 优 与 可 行 . 在 这 种 情况 下 , 称 ti 为 临界 值 (critical value). 这 个 过 程 由 确定 
一 系列 临界 值 及 其 相应 的 最 优 可 行 解 来 延续 ; 它 将 终止 于 t= t, 如果 它 显示 出 当 
t > t, 时 最 后 的 最 优 解 保持 不 变 , 或 者 超出 这 个 临界 值 时 可 行 解 不 存在 . 


13.5.3 C 中 的 参数 变化 


令 Xp, Bi, CB,(t) 是 确定 对 应 于 临界 值 t 的 最 优 解 的 基本 要 素 (计算 以 

to = 0 且 最 优 基 为 Bo 开始 ). 下 一 步 , 确定 临界 值 ti 和 相应 的 最 优 基 (只 要 有 

一 个 存在 )， 因 为 C 的 变化 只 影响 问题 的 最 优 性 条 件 , 因此 , 对 于 t > 6, 当前 解 
X5, = B; b 仍 保持 最 优 , 只 要 简约 费用 z(t) — clt) 满足 下 面 的 最 优 性 条 件 : 


z;(t) ^ c(t) = Ca, (t) B; ! P5 — cj(t) 2 0, Vj 
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ti+1 的 值 等 于 满足 所 有 最 优 性 条 件 中 最 大 的 t > & 的 值 . 

注意 , 不 等 式 并 不 需要 C(t) 是 关于 t 的 线性 函数 . 任何 C(t) 函数 (线性 或 非 
线性 ) 均 是 可 接受 的 . 然而 , 对 于 非 线性 函数 , 由 不 等 式 得 到 的 数值 运算 可 能 是 繁琐 
的 (见习 题 13.5A 的 第 5 HR, 它 足以 说 明 这 种 情况 .) 


例 13.5-1 
max z = (3 — 6t)zı + (2 — 2t)zr2 + (5 + 5t)z£3 
s.t. zı +2z2+ r34«x40 
371 T 2x3 <60 
Zi 十 472 « 30 
11,922,273 2 0 
我 们 有 


C(t) = (3 — 6t,2 — 2t,5+ 5t), t20 
用 变量 x4, z5, re 作为 这 3 个 约束 的 松弛 变量 . 


= to = 0 时 的 最 优 解 
基 zi 2 T3 T4 T5 T6 解 
z 4 0 0 1 2 0 160 
z2 -i 1 0 j -i 0 5 
13 3 0 1 0 i 0 30 
z6 2 0 0 -2 1 1 10 


XB = (T2, T3, ze)” = (5, 30, 10)7 


C s, (t) - (2 — 2t,5 + 51,0) 


-} 0 
Bjl- 0 
-2 1 


对 于 当前 非 基 向 量 Pi, Pa, Ps, 最 优 性 条 件 是 


C 日 | 一 
= PM» A 


(Cz, (Bg! P; 一 c;(0), 4s = (4+ 14,1—1,24 30) 20 
因此 , X &, 保持 最 优 仅 当 下 列 条 件 满足 ; 


4 十 14t 之 0 
1 工 一 上 之 0 
2 十 3! 之 0 
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因为 t > 0, 第 二 个 不 等 式 给 出 < 1, 并 对 于 所 有 t > 0 其 余 两 个 不 等 式 均 得 到 满 
足 . 因此 , 我 们 得 到 t = 1, 这 意味 着 , 对 于 0 < t < 1, X p, 保持 最 优 ( 且 可 行 ). 

当 上 = 1 时 , 简约 费用 z(t) — ce( = 1 一 t 等 于 0; 对 于 上 > 1, 简约 费用 为 
负数 . 因此, 对 于 上 > 1，P4 一 定 进 基 . 在 这 种 情况 下 ,Ps 一 定 离 基 (I t= 0 时 
的 最 优 单纯 形 表 ). 通过 让 Pi HE, 在 t = 1 处 得 到 另 一 个 新 的 基本 解 X 5., BD 
Xp, = (24,23, 25)! 和 B1 = (P4, P5, Pc). 
t-t,-1Bml8»5—^T72U3E 


110 
Bi=|10 2 0|, Bi!= 
0 0 1 


X B, = (z4, £3, £6)" = B, b = (10,30,30)T 


O O m 


因此 ， 


Cg, (t) = (0, 5 十 öt, 0) 


相应 的 非 基 向 量 是 Pi, P», Ps, 因此 我 们 有 


{Ca, (2) Bi `P; 一 6,0) ias = (* n —2 4 2t, 5 ia x 20 
按照 这 些 条 件 , 对 于 所 有 的 t > 1, 基本 解 X 5, 仍然 是 最 优 的 . 观察 到 , 最 优 性 
条 件 -2 十 2t > 0 自动 地 “ 记 住 ” X5, TE t 的 以 最 后 的 临界 值 t1 = 1 开始 的 区 域内 
是 最 优 的 . 这 是 在 参数 规划 的 计算 中 总 能 出 现 的 一 种 情况 . 
对 于 上 在 整个 区 域 的 情形 , 其 最 优 解 总 结 如 下 . 由 直接 替换 计算 出 z 的 值 . 


zy T2 T3 z 
O<Ł<1 0 5 30 160 + 140 
t21 0 0 30 150 4- 150t 


习题 13.5A 


*1. 在 例 13.5-1 中 , 假设 t 无 符号 限制 . 确定 t 的 区 间 , 使 得 X so 保持 最 优 . 
2. 求解 例 13.5-1, 假定 目标 函数 已 知 如 下 : 
*(a) max z = (3 + 3t)zı - 22 + (5 — 6t)zs 
(b) max z = (3 - 2t)zi + (2 + t)za + (5 + 2t)za 
(c) max z = (3 + t)zı + (2 + 2t)z2 + (5 — t)z3 
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3. 研究 如 下 参数 线性 规划 最 优 解 的 变化 , H t> 0. 
min z = (4 — t)zı + (1— 3t)za + (2 — 2t)zs 
s.t. 3T + Z2 十 273 一 3 
4x; t 322 4-223 26 
Tı +2r2 +5r3 «4 
T1, T2, £3 20 
4. 在 本 节 的 分 析 中 , 假定 由 (原始 ) 单纯 形 法 获得 t= 0 处 线性 规划 的 最 优 解 . 在 一 些 问 题 中 ， 
由 对 偶 单 纯 形 法 (4.4.1 节 ) 获得 最 优 解 可 能 更 加 方便 . 说 明 在 这 种 情况 下 如 何 完成 参数 分 
Fr. 然后 , 分 析 例 4.4-1, 假定 目标 函数 按 如 下 形式 给 出 : 


min z = (3 + t)zi + (2 + 4t)za  z3, t 20 
*5。 在 例 13.5-1 中 , 假定 目标 函数 关于 上 是 非 线性 的 , 并 定义 为 
max 2z 一 (3 十 2t2)zl + (2 — 2t2)z2 + (5 — t)za 
确定 第 一 个 临界 值 C. 
13.5.2 b 中 的 参数 变化 
参数 化 右 端 项 b(t) 只 能 影响 到 问题 的 可 行 性 . 因此 , t 的 临界 值 由 下 列 条 件 确 


定 : 
Xp(t) = B !b(t) 2 0 
例 13.5-2 
max z = 3zı + 2z + 523 
s.t. zı +2z2+ r3«40-t 
371 c 2z3 <60 4- 2t 
zı 十 472 « 30 — 7t 
11,229,123 20 
BE to. 


当 t= tw =0 时 , 问题 与 例 13.5-1 相同 . 因此 我 们 有 


X p, = (22,13, £6)" = (5,30,10)7 


1 

3 -3 0 
Bj!- 0 i0 

-2 1 1 


为 了 确定 第 一 个 临界 值 ti, 应 用 可 行 性 条 件 Xp (t) = Bg) b(t) > 0, 得 到 


T2 5-t 0 
z3 |=| 30+t |210 
T6 10 — 3t 0 


548 第 13 章 高 级 线性 规划 


对 于 t < 12, 这 些 不 等 式 成 立 , 这 意味 着 ( = 19, 且 对 于 区 间 0 <t 和 29, 基 Bo 保 
持 可 行 . 然而 , 基 变 量 zz, zs, ze 的 值 将 像 前 面 一 样 随 t 变化 . 

ERE ze(= 10 - 3t) HERE t =t = 19 处 等 于 0, 且 对 于 上 > £, 它 将 变 为 
负 值 . 因此 , dE t = 19 处 , 我 们 能 够 应 用 修正 对 偶 单 纯 形 法 (其 细节 请 见习 题 13.2B 
的 第 5 题 ) 确定 另 一 个 基 Bi. ze 是 离 基 变量 . 
t= = 19 时 的 另 一 个 基 

已 知 ze 是 离 基 变量 , 确定 进 基 变 量 如 下 : 


Xn, 一 (z2， 23,76), Cg, = (2,5,0) 
因此 ， 
Gi - cj}j=1,4,5 = {CB Bo Pj - 6); 14s = (41,2) 
下 一 步 , 对 于 非 基 变量 zj, ; = 1 4,5, 我 们 计算 
(By 中 与 T6 对 应 的 行 )(P1, P4, PS) - (Bo ! R% 3 行 )(Pi, P4, Ps) 
= (72,1, 1D(P,, P4, P5) = (2, -2,1) 
因此 , 进 基 变量 相对 应 的 值 是 
. 1 .1 

o= nin [ -.|-].-] = 

所 以 , Ps 是 进 基 向 量 . 另 一 个 基本 解 及 其 B, 和 Bi 分别 是 


X p, — (12, £3, 24)" 
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下 一 个 临界 值 t; 由 可 行 性 条 件 Xg (t) = Bi 'b(t) 2 0 确定 , 于 是 


T2 3077 0 
z3 |=| 30+t |210 
T4 二 1043 0 


这 些 条 件 说 明 Bi 在 D <t < 99 内 保持 可 行 . 
"ipo o 29 时 , 另 一 个 基 可 由 修正 对 偶 单 纯 形 法 获得 . z2 是 高 基 变 量 , 因为 
它 对 应 于 产生 临界 值 ta 的 条 件 . 
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t= t2 = 9? 时 的 另 一 个 基 
已 知 r 是 离 基 变量 , 确定 进 基 变 量 如 下 : 
Xp, = (x2,73,74)', Cp, = (2,5,0) 
因此 ， 
(5 - eis = {CaBilPi - e) ag = (5.5.3) 
下 一 步 , 对 于 非 基 变量 zj, j= 1,5,6, 我 们 计算 
(Bj F5 zz 对 应 的 行 )(P1, Ps, Pc) = (B71! 的 第 一 行 )(Pi, Ps, Po) 
= (0,0, 1) (P1, Ps, Pe) = (2,0, }) 
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因为 (1,0, 1) 的 所 有 元 素 均 > 0, 且 对 于 上 > 32, 问题 没有 可 行 解 , 所 以 参数 分 析 终 


止 于 t= 刀 = 38. 
最 优 解 概括 如 下 . 
t Zi £2 r3 z 
osts 9 0 5-t 30+t 160 + 3t 
Pate 0 Sor 30+t 165 + 3t 
t>% “(没有 可 行 解 存在 ) 
习题 13.5B 


*1. 在 例 13.5-2 中 , 求 第 一 个 临界 值 ti, 并 针对 下 列 情况 确定 B: 的 基 向 量 : 
*(a) b(t) = (40 + 21,60 — 3t, 30 + 6t)T 
(b) b(t) = (40 — t, 60 + 21,30 — 5t)" 
*2， 研 究 如 下 参数 线性 规划 最 优 解 的 变化 , 已 知 t > 0. 


min z 一 471 十 T2 十 273 

st. 3zı + TZ2 十 2zs 一 3 十 3 
4ri + 3272 273 2 6 4- 2t 
1 十 272 十 573 扫 4 一 蔚 


21,22,23 20 


3. 在 本 节 的 分 析 中 , 假定 t= 0 处 线性 规划 的 最 优 解 是 通过 (原始 ) 单纯 形 法 获得 的 . 在 一 些 
问题 中 , 由 对 偶 单 纯 形 方法 (4.4.1 节 ) 获得 最 优 解 可 能 更 加 方便 . 说 明 在 这 种 情况 下 如 何 


完成 参数 分 析 . 然后 , 分 析 例 4.4-1, 假定 上 > 0 且 右 端 项 向 量 是 
b(t) = (3 + 2t,6 — t,3 — 4t) 
4. 求解 第 2 题 , 假定 右 端 项 变 为 
b(t) = (3 + 305,6 + 202,4 — t°)" 
进一步 假定 , t 可 以 是 正 、 零 或 负 . 
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第 14 章 “概率 论 基础 复习 


本 章 导 读 本 章 复习 概率 原理 、 随 机 变量 和 概率 分 布 . 已 经 学 习 过 基础 概率 统 
计 课 程 的 读者 , 可 以 跳 过 这 一 章 . 此 外 , 本 章 还 简要 介绍 了 本 书 经 常用 到 的 5 种 概 
率 分 布 : 二 项 分 布 、 泊 松 分 布 、 均匀 分 布 、 指 数 分 布 和 正 态 分布 . 我 们 还 开发 了 一 个 
基于 电子 表格 的 统计 表 (文件 StatTables.xls), 用 来 自动 计算 16 不 同 分 布 的 均值 、 
标准 差 、 概 率 和 百 分 位 数 , 本 章 还 提供 了 另 一 个 电子 表格 , 用 来 对 实验 数据 画 出 直 
方 图 (文件 excelMeanVar.xls). 

本 章 包括 12 个 例题 、2 个 电子 表格 和 44 个 节 后 习题 . AMPL/Excel/Solver/ 
TORA 程序 放 在 文件 夹 ch12Files T. 


14.1 概率 原理 


概率 用 来 分 析 一 项 实验 (experiment) 产生 的 随机 结果 . 所 有 这 些 可 能 结果 的 总 
体 称 为 样本 空间 (sample space), 样本 空间 的 一 个 子 集 称 为 一 个 训 件 (event). 例如 ， 
掷 一 次 (6 m) 从 子 的 可 能 结果 有 1, 2, 3, 4, 5, 6 点 . 集合 {1,2,3,4,5,6} 就 定义 了 
相应 的 样本 空间 , 抑 一 次 从 子 出 现 偶数 值 (2, 4, 6) 就 是 一 个 事件 . 

实验 还 可 能 产生 连续 的 样本 空间 . 例如 , 电器 元 件 的 正常 连续 运行 时 间 可 以 是 
任 一 非 负 值 . 

如 果 事 件 YEn 次 实验 中 发 生 了 m 次 , 则 事件 E 发 生 的 概率 PUE) 定义 为 


P(E} = dim 7 


这 一 定义 说 明了 , 假如 这 个 实验 重复 无 限 次 (n 一 oo), 则 所 需要 的 概率 可 以 用 0 
来 表示 . 可 以 通过 投掷 硬币 并 观察 它 的 结果 [正面 (H) 或 反面 (T) 来 验证 这 一 定 
X. 重复 这 一 实验 的 时 间 越 长 , PUE (GR P{T}) 的 估计 值 越 接近 于 理论 值 0.5. 
按照 定义 ， 
O«P(E) «1 
一 个 事件 称 为 不 可 能 事件 , 如 果 P{E} = 0. 若 P{E} = 1, 则 称 其 为 必然 事件 . 例 


in, 在 一 次 掷 6 ERTEKET, RH 7 点 是 不 可 能 事件 , TRH 1 到 6 的 某 个 整 
数值 则 是 必然 事件 . 
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习题 14.1A 


"ls 为 了 了 解 高 三 年 级 数学 成 绩 与 选修 工程 学 院 课程 之 间 的 相互 关系 , 人 们 对 阿肯色 州 的 一 些 
高 中 开展 了 一 项 调查 . 在 被 调查 的 1 000 名 高 三 年 级 学 生 中 , 有 400 名 学 生 学 完了 数学 课 
TE, 而 选修 工程 课程 的 情况 表明 , 在 1 000 名 高 三 学 生 中 , 有 150 名 学 生 学 习 过 数学 , 有 29 
名 没 学 过 . 求 下 列 事件 的 概率 : 
(a) 一 名 学 过 数学 的 学 生 选 修了 工程 课程 . 该 学 生 没 有 选修 工程 课程 . 
(b) 一 名 学 生 既 没 学 过 数学 , 也 没 选修 工程 课程 . 
(c) 一 名 学 生 没 有 学 工程 课程 . 

*2. 考虑 随机 召集 n 个 人 , 求 出 最 小 的 n, 使 得 很 有 可 能 有 两 个 或 两 个 以 上 的 人 生日 相同 ( 提 
示 : 假定 不 跨越 年 份 , 且 一 年 中 每 一 天 都 等 可 能 是 某 个 人 的 生日 ). 

*3. 假定 有 两 个 或 两 个 以 上 的 人 和 你 的 生日 相同 , 回答 第 2 题 . 


14.1.1 概率 的 加 法 律 
对 两 个 事件 E M F, E+F(R EUF) 表示 E 和 下 的 并 (union), EF (或 ENF) 
表示 它们 的 交 (intersection). 事件 E 和 下 是 互 斥 的 (mutually exclusive), 如 果 它 


们 之 间 没 有 交 , 即 一 个 事件 的 发 生 排 除了 另 一 个 事件 的 发 生 . 根据 上 述 定义 , 概率 
的 加 法 律 可 以 表述 为 


_ | P(E) + P(F), EH FH 
P{E +F} = l P(E)-P(F)-P(EF), 否则 
P(EF) 是 事件 E 和 下 同时 发 生 的 概率 . 
例 14.1-1 


考虑 掷 般 子 实验 . 实验 的 样本 空间 是 {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 对 于 一 只 均匀 的 仇 子 , 我 
们 有 
P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P{5} = P{6} = 5 
定义 
E = {1,2,3,4} 
F = {3,4,5} 
ER F RHAT 3 和 4. 因此 , EF = (3,4), 这 样 
P(E) - P1) + P2) + P(3) + P(4) = 5 
P(F) - P(3)  P(4) + P{5} = > 
P(EF) -P(3)  P(4) = ; 
由 此 得 出 2 115 
P{E + F} - P(E) & P(F) -P(EF) - 365-55 
直观 上 这 个 结果 是 对 的 , 因为 (E +F} = (,2,3,4,5), 它 发 生 的 概率 就 是 5. 
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习题 14.1B 
1. 把 一 只 均匀 的 6 IEUT DEP. 令 ERI F 代表 两 次 投 扼 的 结果 , 计算 下 列 事件 的 概率 . 
(a) E M F If RU 11. (b) E Fi F 的 和 是 偶数 . 
(c) E 和 下 的 和 是 奇数 且 大 于 3. (d) E 是 小 于 6 的 偶数 , FP 是 大 于 1 的 奇数 . 
(e) 大 于 2 且 下 小 于 4. (f) E SETA, E M F 的 和 是 奇数 . 
2. 假定 你 独立 地 掷 两 次 贫 子 并 记录 下 每 次 朝 上 的 点 数 , 求 下 列 概率 . 
(a) 两 个 数 都 是 偶数 的 概率 . (b) 两 数 之 和 为 10 的 概率 . 


(c) 两 数 之 差 至 少 为 3 的 概率 . 

*3. 将 一 枚 均匀 的 硬币 朝 上 抛掷 7 次 . 如 果 1 次 正面 朝 上 之 前 连续 3 次 反面 , 你 就 会 赢 $100, 
那么 你 赢 钱 的 机 会 是 多 少 ? 

*4。Ann( 女 ), Jim( 男 ), John( 男 ) 和 Liz( 女 ) 要 进行 一 次 壁球 循环 赛 . Ann 有 双 倍 的 可 能 性 打 
WC Jim, Jim 和 John 处 在 同一 水 平 上 , 而 Liz 过 去 打 赢 John 的 纪录 是 每 三 次 赢 一 次 . R 


下 列 概率 . 
(a) Jim 赢得 这 次 循环 赛 的 概率 . (b) 女 选 手 赢得 这 次 循环 赛 的 概率 . 


(c) 没有 女 选 手 获胜 的 概率 . 
14.1.2 条件 概率 定律 

给 定 两 个 事件 E 和 F, P(F) > 0, 已 知 下 发 生 时 事件 E 的 条 件 概率 PCE|F) 
被 定义 为 

P(EF) 

P(F)' 
假如 E 是 下 的 子 集 (E 包括 在 下 中 ), M P{EF} = P(E). 

两 个 事件 EE 和 下 是 独立 的 , 当 且 仅 当 


P(E|F) = P{F}>0 


P(E|F) = P{E} 
在 这 种 情况 下 , 条 件 概率 定律 简化 成 
P(EF) = P{E}P{F} 


例 14.1-2 

你 和 另 一 个 人 玩 一 个 二 人 游戏 , XB 5 — 1 AASBUT, VICBAR SIEUT, 但 对 方 
会 告诉 你 有 关 结 果 的 信息 . 你 的 任务 是 预测 出 每 次 投掷 的 点 数 . 假设 告诉 你 朝 上 的 
是 一 个 偶数 , RARE 6 点 的 概率 . 

4 E = (6), 并 定义 FF = {2,4,6}, 因此 


P(EF) P(E) [/1/6N 1 
Pr) "Fr (i) 3 


P{E|F} = 1/2) 3 


注意 到 P(EF)-P(E), HA E 是 FT. 
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习题 14.1C 


1. 在 例 14.1-2 F, 假设 对 方 告诉 你 结果 点 数 小 于 6. 
(a) 求 得 到 偶数 点 的 概率 . (b) 求 得 到 大 于 1 的 奇数 点 的 概率 . 

2. 沃尔玛 公司 的 股票 在 纽约 证 券 市 场 上 用 WMS 编号 进行 交易 . 历史 上 , WMS 的 股价 60% 
的 时 候 随 着 道琼斯 指数 的 上 升 而 上 涨 , 有 25% 的 时 候 随 道琼斯 指数 的 下 降 而 下 跌 , 还 有 5% 
的 机 会 当道 琼斯 指数 下 降 但 WMS 股价 上 扬 , 以 及 1095 的 时 候 道 琼斯 指数 上 升 而 WMS 
ERE. 
(a) 求 不 论 道琼斯 指数 如 何 而 WMS 股价 上 涨 的 概率 . 
(b) 求 已 知道 琼斯 指数 上 升 时 WMS 股价 上 涨 的 概率 . 
(c) 求 已 知道 琼斯 指数 下 降 时 WMS 股价 下 跌 的 概率 . 

"3. 获得 26 分 或 以 上 ACT 成 绩 的 高 中 毕业 班 学 生 可 报考 A 和 B 两 所 大 学 . 被 A 大 学 录取 

的 概率 是 0.4, 被 B 大 学 录取 的 概率 为 0.25, 被 这 两 所 大 学 都 接受 的 机 会 只 有 15%. 
(a) 已 知 某 学 生 已 经 被 A 大 学 录取 了 , 求 该 学 生 被 B 大 学 接受 的 概率 . 
(b) 已 知 该 学 生 被 B 大 学 接受 了 , A 大 学 录取 他 的 概率 是 多 少 ? 

4. 证 明 假如 概率 PÍAIB) = P(A), 则 A 和 B 必 为 独立 的 . 

5. 贝 叶 斯 定理 (Bayes theorem)? 给 定 两 个 事件 A 和 B, 证 明 ` 


P(A|B) = PEAR (B) >0 


6. 一 家 零售 商 销售 的 电池 有 75% 来 自 工厂 A, 25% 来 自 工厂 B. A 和 B 生产 的 不 合格 产品 
的 比率 分 别 是 176 和 296. 一 位 顾客 刚刚 随机 地 从 该 零售 商 处 买 到 一 块 电池 . 
(a) 该 电池 是 不 合格 品 的 概率 有 多 少 ? 
(b) 假如 你 购买 的 电池 是 不 合格 品 , 它 来 自 工厂 A 的 概率 是 多 少 ? (提示 : 利用 第 5 题 的 

贝 叶 斯 定理 ) 

*7。 统计 表明 , 有 70% 的 男人 都 患 有 某 种 形式 的 前 列 腺 癌 . 对 有 病症 的 人 做 PSA 检查 时 有 
90% 的 时 候 呈 阳性 , 对 健康 人 检查 时 有 10% 的 时 候 呈 阳性 . 一 个 人 检查 旦 阳性 且 确 实 串 
前 列 腺 癌 的 概率 是 多 少 ? 


14.2 ”随机 变量 与 概率 分 布 


一 次 实验 的 结果 既 可 以 是 数值 , 也 可 以 是 某 种 数字 编码 . 例如 : ELT UAR 
是 1 到 6 的 自然 数 ; 而 对 一 件 物品 的 检验 产生 好 的 和 坏 的 两 个 结果 . 此 时 可 以 用 数 
字 代 码 (0, 1) 来 表示 ( 坏 , 好 ). 这 些 结果 的 数字 表示 产生 了 所 谓 的 随机 变量 (random 
variable). 

随机 变量 z 可 以 是 离散 的 (discrete), 也 可 以 是 连续 的 (continuous). 例如 , 与 
掷 仍 子 有 关 的 随机 变量 是 离散 的 , 其 中 z = 1,2,3,4,5,6; 而 一 个 服务 设施 的 到 达 间 
隔 时 间 则 是 连续 的 , 其 中 xz > 0. 


QD 11.2.2 节 给 出 了 贝 叶 斯 定理 的 详细 表述 . 
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每 个 连续 的 或 离散 的 随机 变量 z 用 概率 密度 函数 (probability density function, 
pdf) f(x) 或 p(z) 来 进行 量化 , 这 些 函 数 必 须 满足 下 表 的 条 件 : 
随机 变量 z 
特 点 高 * ii iè 
取 值 范围 z-a,a4l---,b a£r&£b 


pdf 的 条 件 。 p(z)20, Y plz)=1 f(z) 20, f f(z)dz =1 
T= G. 


概率 密度 函数 p(z) R f(z) 必须 是 非 负 的 (否则 , 某 些 事件 概率 的 可 能 为 负 ). 
并 且 整 个 样本 空间 的 概率 必须 等 于 1. 
SUE B RR (cumulative distribution function, CDF) 是 一 个 重要 的 概率 度量 ， 
定义 为 x 
P(X) = © p(z), z 离散 
P{z < X)- "x 
F(X) = | fem = 连续 


例 14.2-1 
考虑 掷 均匀 甬 子 的 情形 .随机 变量 x = (1,2,3,4,5,6) 表示 贫 子 朝 上 的 点 数 ， 
相应 的 pdf 和 CDF 为 


plz)= 5.2- 1,2,- ,6 
PO)- S X —12.- ,6 


14.1 画 出 了 这 两 个 函数 . 概率 密度 函数 p(x) 是 一 个 均匀 离散 函数 (uniform dis- 
crete function), 因为 这 个 随机 变量 的 所 有 取 值 的 概率 相等 . 


[ 9 P(z) 


d 


ce ol ool OG 一 
1 
1 
一 四 


1 2 3 4 5 6 r 
14.1 KRF CDF 和 pdf 


用 下 面 的 实验 来 说 明 均 匀 p(z) 的 连续 情形 . 一 根 长 度 为 ! 的 针 在 一 个 直径 也 
等 于 1 的 圆 图 中 心 旋转 , 在 圆周 上 标注 出 任意 一 个 参考 点 后 , 我 们 按 顺 时 针 方向 转 
动 这 根 针 , 并 量 出 从 指针 停止 点 到 标记 点 的 圆周 距离 z. 这 样 , 随机 变量 z 在 区 间 
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0 < z < 以 内 是 连续 的 . 没有 理由 相信 , 这 根 针 会 有 更 多 的 时 候 停 止 在 圆周 的 某 个 
特定 的 区 域 . 因此 , z 在 指定 区 间 的 所 有 值 都 是 等 可 能 出 现 的 , 因此 z 的 分 布 一 定 
是 均匀 的 . 

z 的 概率 密度 函数 f(z) 定义 为 


1 
f(z) = z 0g<zg<nl 


相应 的 累积 分 布 函 数 F(X) 的 计算 公式 为 


F(X)=P(z < Xx)=| Fajas = | la-X ocxenl 
0 0 nl xi 
14.2 画 出 了 这 两 个 函数 的 图 形 . 

1 CDF, F(a) 

1 


0 ni T 
图 14.2 ”旋转 针 的 CDF 和 pdf 


习题 14.2A 


1. 某 种 物品 所 需要 的 件数 z 是 1~5 的 离散 数 , 概率 p(z) 与 所 需要 的 件数 直接 成 比例 , 比例 
常数 为 K. 
(a) 给 出 z 的 pdf 和 CDF, 画 出 这 两 个 函数 的 图 形 . 
(b) 求 出 x 是 偶数 值 的 概率 . 
2. 考虑 下 面 的 函数 : 
f(s) = Š, 0 «z«2 
*(a) 求 常数 k, 使 得 f(x) 为 一 个 pdf. 
(b) 给 出 CDF 并 分 别 求 出 (1) z 大 于 12, (ii) x 介 于 1315 的 概率 . 
*3， 无 铅 汽油 的 日 需求 量 服从 750-1 250 加 仑 之 间 的 均匀 分 布 , 容量 为 1 100 加 仑 的 汽油 馈 每 
天 半夜 添 满 . 该 油缸 刚好 在 补充 前 用 完 的 概率 是 多 少 ? 


14.3 ”随机 变量 的 期 望 


WR h(z) 为 随机 变量 r 的 一 个 实 函数 , 我 们 定义 h(z) 的 期 望 值 (expected 
value) E(h(z)) 为 对 z 的 pdf 的 (长 期 ) 加 权 平 均 . 用 数学 语言 表示 即 是 , VE p(z) 
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和 f(z) 分 别 为 z 的 离散 和 连续 的 概率 分 布 函数 , 则 E{h(z)} 等 于 


学 h(z)p(z)， = 离散 
E{htzj} = 4 ^7 


| Acro, z 连续 


例 14.3-1 

( 像 许 多 人 一 样 ) 我 每 个 月 的 第 一 周 要 支付 所 有 的 账单 , 并 回复 几 封 信 . 为 此 ， 
我 每 月 需要 买 20 枚 邮票 . 要 用 的 邮票 数量 是 1024 枚 的 等 概率 的 随机 数 , 那么 没 
用 完 剩 下 邮票 的 平均 数 是 多 少 昵 ? 

所 用 邮票 枚 数 的 pdf 是 


p(z) = z x = 10,11,.… ,24. 
剩 下 的 邮票 数 就 是 


h(z) = 20—z, z=10,11,...,19 
| 06, 其 他 情形 


因此 


E(h(z)) = EU — 10) + (20 — 11) + (20 - 12) 4---- + (20 — 19) + Žo 
2 


=35 


我 们 需要 乘积 蕊 (0) 来 计算 出 完整 的 h(z) 的 期 望 值 . 特别 地 , 剩 下 0 枚 多 余 邮 
票 的 概率 就 等 于 需要 用 20 枚 或 以 上 邮票 的 概率 , 即 


P(z > 20) = p(20) + p(21) + p(22) + p(23) + p(24) = 5 (5) -i 


15 
习题 14.3A 


1. 在 例 143-1 中 , 计算 出 为 满足 你 最 大 可 能 的 需求 , 另外 还 需要 的 邮票 平均 枚 数 、 
2. 例 143-1 和 第 1 题 的 结果 表明 , 多 余 和 不 够 的 邮票 的 平均 数 都 是 正 的 . 这 些 结果 有 什么 下 
盾 吗 ? 请 解释 . 
*3. 某 报 排 每 天 早上 收 到 50 份 4! 4hram 报 ,每 天 卖 出 的 份 数 = 根据 下 面 的 概率 分 布 随机 变 
化 : 


， T= 35,36,... ,49 
， = 50,51,... ,59 
， x= 60,61,... ,70 


p(z) = 


gl- sl- Sl- 


(a) 求 报 摊 卖 出 所 有 报纸 的 概率 . 
(b) 求 每 天 没 卖 出 去 的 报纸 的 平均 数 . 
(c) 假如 报 排 花 50 美 分 买 进 一 份 报纸 , 以 $1.00 一 份 卖 出 , 求 报 捧 每 天 的 期 望 净 收入 . 
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14.3.1 ”随机 变量 的 平均 值 和 方差 (标准 差 ) 


z 的 均值 (mean) E(z) 是 对 该 随机 变量 中 心 趋势 (或 加 权 和 ) 的 一 种 数值 度量 ， 
而 方差 (variance) var(z) 衡量 > 围绕 平均 值 E() 的 离 差 或 偏差 , 它 的 平方 根 则 称 
为 z 的 标准 姜 (standard deviation) stdDev(z). 标准 差 越 大 , 就 意味 着 关于 该 随机 
变量 的 不 确定 性 程度 越 高 . 特别 地 , 当 一 个 变量 的 值 等 于 某 一 常量 时 , 它 的 标准 差 
AA. 

计算 平均 值 和 方差 的 公式 可 以 从 E{h(z)} 的 一 般 定义 得 出 : 对 E{z}, 用 h(z) = 
z; 对 于 var(z), 用 h(z) = (z — E(z))?. 因此 


和 zp(z)， > 离散 


E(z)— ^ 


| zf(r)dz, az 连续 
È (cE(z)?p(z)， = 离散 


var(z) — b 
| &- Ep? f(z)az，z 连续 
stdDev{x} = yvar{z} 
通过 对 离散 情况 的 考察 , 可 以 更 容易 地 理解 这 些 公 式 的 原理 . 这 里 , E{z} 是 z 
离散 值 的 加 权 和 , var(z) 也 是 围绕 E{z} 偏差 平方 的 加 权 和 . 可 以 类 似 地 解释 连续 


的 情况 , 只 是 要 用 积分 来 代替 求 和 . 
例 14.3-2 


计算 例 14.2-1 中 两 个 实验 的 平均 值 和 方差 . 
实验 1(88 T) pdf 为 p(z) = Hh T= 12, ,6. 因此 


E(z) -1(8) +2 (5) +3 (8) - 4(5 +5 (3) +6 (}) =3.5 
var(z) = (3) {(1 - 3.5)? + (2 — 3.5)? + (3 — 3.5)? + (4 — 3.5)? 
+(5 — 3.5)? + (6 — 3.5)? } = 2.917 
stdDev(z) = V2.917 = 1.708 


实验 2( 旋 转 针 ) ”假设 针 的 长 度 为 1 英寸 , 则 
f(z) = ap 0«z«314 
平均 值 和 方差 可 计算 为 


3.14 1 XY 
A yp i bes E(z =| z (six) dz = 1.57 X^ 
' {z} 0 3.14 
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wls)}=| e — 1.57)? (za) dz = 0.822 英寸 ? 
stdDev{z} = V0.822 = 0.906 英寸 


Excel 程序 

电子 表格 程序 exelStatTables.xls 用 来 计算 16 个 常用 pdf( 包 括 例 14.3-2 的 离 
散 和 连续 均匀 分 布 ) 的 平均 值 、 标 准 差 、 概 率 和 百 分 位 数 . 程序 本 身 是 非常 浅显 易 
懂 的 . 


习题 14.3B 


*1. 计算 习题 14.2A 第 1 题 中 定义 的 随机 变量 的 平均 值 和 方差 . 
2. 计算 习题 14.2A 第 2 题 的 随机 变量 的 平均 值 和 方差 . 
3. 证 明 一 个 均匀 随机 变量 r, a < z « 5 的 平均 值 和 方差 为 


4. 对 给 定 的 pdf f(z), a < z < b, 证 明 
var(z) = E(z^) — (E(z))? 
5. 对 给 定 的 pdf f(z), a < z < b, UR y = ex +d, 其 中 c 和 4 为 常数 ,证 明 
E(y) 2 cE(z) 4- d 
var(y) =œ var{z} 
14.8.3 ”联合 随机 变量 的 平均 值 和 方差 


考虑 两 个 连续 的 随机 变量 c. 和 zz, 其 中 al < zi < bj, az € za € b2. 定义 
f(z1, zz) 是 zi 和 za 的 联合 概率 密度 函数 (joint. probability density function), H 
filar), fa(z2) 分 别 为 zı 和 zz 的 边际 概率 密度 函数 (marginal probability density 
function), 则 


f(zx1,22) 2 0,01 & zi ha S z2 S bo 


1 b; 
i dz: | dzz f (z1, £2) - 1 


a2 


b2 
fi(zı) = | f(z1, 22)d22 


b, 
户 (za) = | f(z1,22)dzi 
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f(21,22) = 户 (zi) 户 (zz)， 如 果 zl,za 是 独立 的 


这 些 公式 同样 适用 于 离散 的 pat, 只 要 把 积分 换 成 求 和 . 
对 于 y = ciz1 + eor. 的 特殊 情况 , 其 中 随机 变量 zx 和 zs 服从 pdf f(z1, zx2) 
的 联合 分 布 , 可 以 证 明 


E(ceizi + 0222) = c1E{z1} + e;E(z2) 


var(cizi + c322) = c?var(zi) + cvar(z2) + 2c1eocov(z:i, z2} 
其 中 
cov(zi,z2) - E((z1 ~ E(zi))(z2 — E(z2])) 
—E(ziz? — z;E(z2) — z9E(z1) + E(zi1) E(v2)) 
—Eziz;) — E(zi }E{z2} 
E Ti, Z2 独 立 ， 则 E{z1, z2} = E(zi)E(z2) HR cov(z1, z2) =0. 反之 则 不 然 ， 
为 两 个 相关 的 随机 变量 的 协 方差 也 可 能 为 零 . 
例 14.3-3 
一 批 产品 包括 4 件 次 品 (D) 和 6 件 合格 品 (G). 随机 选择 一 件 进行 检验 , 在 不 
放 回 情况 下 再 检验 第 2 件 产 品 . 令 随机 变量 r 和 za 分 别 表示 第 1 件 和 第 2 件 产 
品 的 抽样 检验 结果 . 
(1) R z, 和 zz 的 联合 概率 密度 函数 和 边际 概率 密度 函数 . 
(2) 假定 对 每 件 选中 的 合格 品 你 得 到 $5, 但 如 果 是 次 品 你 必须 付 $6, 求 在 两 件 
产品 选 定 后 你 的 收益 的 平均 值 和 方差 . 
$ p(z1, 22) 为 zi 和 zz 的 联合 概率 密度 函数 , 定义 pi(z1), pa(z2) 为 分 别 的 
边际 概率 密度 函数 . 首先 求 poi) 如 下 : 


pı(G) = $ =0.6, p(D)= $ =0.4 


接 下 来 , 我 们 知道 第 二 个 结果 za 依赖 于 zi, 因此 为 了 确定 pza(za), 首先 求 出 联 
合 概率 密度 函数 p(z1, za), 由 此 可 以 确定 边际 分 布 ps(z2). 


P(z; = Gl, = G}= 3 
P(z; = Gl, = B)-5 
P(za2 = B|zi = G} =5 


3 
P{z2 = Blz1 = B}= 9 
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为 了 确定 p(z1, 12), 利用 公式 P{4B} = P(ALB)P(B) (Jh, 14.1.2 节 ). 


pim — Gri - G)e 5 x $ — is 
p(z; - Gi 2 B) 5 x $= É 
p(z; - Bi - G)2 5 x $ =É 


可 以 用 下 列 方法 得 到 边际 分 布 pi (1) 和 po(z2): 把 联合 分 布 函数 p(zi,22) 表 
示 成 表 的 形式 , 然后 按 下 表 所 示 分 别 将 行列 相 加 . 


z} =G Za2 一 也 pn) 
zj-G i5 5 E06 
zı=B i 5 Ê =0.4 
pz(22) &-06 É —04 


有 意思 的 是 , p1(z1) = p2(z2), 这 跟 我 们 的 直觉 正好 相反 . 
依 题 意 , 由 G 得 到 $5, 由 B 得 到 -$6, 那么 从 联合 分 布 可 以 确定 期 望 收益 . 


期 望 收益 = (5 十 5) 工 十 (5 一 615 T(-64 51s 4 (-6- 625 — $1.20 


根据 两 次 选择 的 期 望 收 益 等 于 每 次 单独 选择 的 期 望 收 益 之 和 (虽然 这 两 个 变 
量 不 是 独立 的 ), 可 以 得 出 同样 的 结果 , 这 意味 着 


期 望 收益 = 选择 产品 1 的 期 望 收益 + 选择 产品 2 的 期 望 收益 
=(5x0.6—6x0.4)+{(5x0.6—6x0.4) = $1.20 


为 了 计算 总 收益 的 方差 , 注意 到 
var{ 收 益 } = var{ 收 益 1) + var{ 收 益 2} + 2cov{ 收 益 1, 收益 2} 
由 于 pi(zi) = pz(z2), 得 到 var{ 收 益 1) = var{ 收 益 2). 为 计算 方差 , 用 公式 
var(z) = E(z?) - (E(z))? 
(见习 题 14.3B 第 4 题 . ) 因此 
var{ 收 益 1) = [5? x 0.6 + (C6)? x 0.4] — 0.6? = 29.04 
接 下 来 , 为 了 计算 协 方差 , 用 公式 


cov{Zz1, z2} = E(ziz2) — E(zi )E(z2) 
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E(ziro) 一 项 可 以 从 cı 和 zs 的 联合 概率 密度 函数 求 出 , 因此 有 
协 方差 = (5 x 5)(%) + [5 x (76) G5) + (C76) x 514) 
+[(—6) x (-6))(&) — 0.6 x 0.6 = —3.23 
因此 
方差 = 29.04 + 29.04 + 2(—3.23) = 51.62 


习题 14.3C 
1. zi 和 z2 的 联合 pdf p(zi, 22) 为 


7Z2 一 3 7Z2 一 5 T2 一 
2Z1 一 1 0.2 0 0.2 
Tı 一 0 0.2 0 
7Z1 一 3 0.2 0 0.2 


*(a) 求 边际 pdf pi(zi) 和 pa(zz). *(b) zi 和 za 独立 吗 ? 
(c) 计算 E(zi + z2}. (d) 计算 cov(zi, x2). 
(e) 计算 var(5zi — 625). 


14.4 4 种 常用 概率 分 布 


14.2 节 和 14.3 节 讨 论 了 (离散 的 和 连续 的 ) 均匀 分 布 , 本 节 介 绍 另外 4 个 运筹 
学 中 常见 的 概率 密度 函数 : 离散 的 二 项 分 布 和 泊 松 分 布 , 以 及 连续 的 指数 分 布 和 正 


态 分 布 . 
14.4.1 二 项 分 布 


假定 一 家 制造 公司 生产 某 种 产品 , 每 批量 生产 n 件 , 每 个 批 次 中 不 合格 产品 的 
比例 p 可 以 从 历史 数据 中 估算 出 来 . 我 们 感 兴趣 的 是 一 个 批 次 中 不 合格 产品 数量 


的 pdf. 


一 批件 产品 中 有 z 个 不 合格 品 的 不 同 组 合 有 Cz = liy 种 , 并 且 得 到 每 
种 组 合 的 概率 是 pr(1 - p)". 因此 得 出 (根据 概率 的 加 法 律 ) 一 批 n 件 产品 中 有 


k 件 不 合格 品 的 概率 为 
Pi{z = k} = Cepk(1 -= p)", k= 0, 1,2, SM 
这 就 是 带 有 参数 n 和 p 的 二 项 分 布 , 其 平均 值 和 方差 为 


E{z}=np var{z} = np(1— p) 
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例 14.4-1 

John Doe 的 工作 需要 每 天 在 两 个 小 镇 之 间 开车 往返 10 次 , 完成 了 这 所 有 的 10 
趟 活 , Doe 先生 就 可 以 葡 息 了 , 这 让 他 老 是 想 开 快车 . 根据 他 过 去 的 经 历 , 每 趟 往返 
有 40% 的 机 会 收 到 超速 罚款 单 . 

(1) 当天 结束 时 未 收 到 超速 罚单 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 若 每 次 超速 罚款 $80, 每 天 平均 罚款 额 有 多 少 ? 

任何 一 次 往返 收 到 一 张 罚单 的 概率 是 p = 0.4, 因此 一 天 内 没有 罚款 的 概率 就 
是 

P(z = 0) = C$5(0.4)?(0.6)!? = 0.006 


这 就 是 说 完成 一 天 的 工作 而 没 受到 罚款 的 机 会 不 到 1%. 事实 上 , 每 天 平均 罚款 额 
可 计算 如 下 : 


平均 罚款 额 = $80E(z) = $80(np) = 80 x 10 x 0.4 = $320 


评注 P{z = 0} 可 以 用 excelStatTables.xls 程序 计算 . 在 F7 中 输入 10, 在 G7 58 
入 0.4, 在 J7 中 输入 0. 答案 P{x = 0} = 0.006 047 就 会 在 M7 中 给 出 . 


习题 14.4A 


*l. —-RUOSSIECEE 10 次 , 掷 出 的 般 子 不 出 现 偶数 的 概率 是 多 少 ? 

2. RA 5 枚 均匀 硬币 独立 地 抛 邱 , 恰好 有 1 枚 硬币 与 其 他 4 枚 不 一 样 的 概率 是 多 少 ? 

"S. 一 个 算 卦 先生 称 , 他 能 通过 观察 笔迹 预测 出 人 们 一 生 积 茶 财富 的 能 力 . 为 了 检验 他 是 否 灵 
验 , 10 DEFERRA 10 位 大 学 教授 提供 了 他 们 笔迹 的 样本 , 然后 把 这 些 样本 凑 成 对 , 每 对 
样本 由 一 个 富 侈 一 个 教授 组 成 , 并 交 给 算命 先生 看 . 假如 这 位 算命 先生 作出 至 少 8 次 正确 
的 预测 , 我 们 就 说 他 是 灵验 的 . 那么 由 “侥幸 说 对 ”而 灵验 的 概率 是 多 少 ? 

4. 在 赌场 的 一 个 赌博 游戏 中 , 要 求 你 在 服务 员 同 时 投掷 3 个 均匀 仍 子 之 前 选择 1~6 的 一 个 
数字 . 只 要 有 人 般 子 的 点 数 跟 你 选 的 数 一 样 , 赠 场 根据 你 选 对 的 骸 子 个 数 付 给 你 钱 ,. 如 果 都 
选 错 了 , 你 只 付 给 赌场 $1. 你 从 这 项 游戏 中 获得 的 长 期 期 望 收益 是 多 少 ? 

5. 假定 你 正在 玩 下 面 的 游戏 : 32 FUSATICT, 假如 点 数 不 同 , 你 付出 10 美 分 ; 若 点 数 相 同 ， 
你 得 到 50 美 分 . 这 项 游戏 的 期 望 收益 如 何 ? 

6. 证 明 二 项 分 布 的 平均 值 和 方差 公式 ， 


14.4.2 ” 泊 松 分 布 


顾客 按照 某 种 “完全 随机 ”的 方式 到 达 一 家 银行 或 杂货 店 , 也 就 是 说 , 我 们 无 
法 预测 什么 时 候 有 人 到 达 . 描述 某 个 具体 期 间 这 种 到 达 数 的 pdf 就 是 泊 松 分 布 . 
令 z 为 某 个 具体 时 间 单元 (如 一 分 钟 或 一 小 时 ) 期 间 发 生 的 事件 (如 到 达 ) 的 
次 数 . 假定 和 是 一 个 已 知 的 常数 , 泊 松 分 布 的 pdf 定义 为 
和 Ke 一 入 


k=0,1,2,... 
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泊 松 分 布 的 平均 值 和 方差 为 
E{z}= 入 varfz} = 入 


平均 值 公式 显示 , 和 代表 事件 发 生 的 频率 . 
泊 松 分 布 常用 来 描述 随机 排队 服务 系统 ( 见 第 12 章 )， 
例 14.4-2 
一 家 小 型 机 器 修理 车 间 的 维修 任务 完全 随机 地 到 达 , 每 天 10 次 . 
(1) 车 间 每 天 接 到 的 平均 维修 任务 数 是 多 少 ? 
(2) 假设 车 间 每 天 营业 8 小 时 , 那么 任何 1 小 时 期 间 没 有 维修 任务 的 概率 是 多 
少 ? 
每 天 接 到 的 任务 平均 数 和 = 10. 为 了 计算 每 小 时 无 任务 到 达 的 概率 , 我 们 需要 
计算 每 小 时 的 到 达 率 , 即 每 小 时 任务 率 An = 19 = 1.25. 因此 
0 LA, -1. 
P{ 任 一 小 时 无 任务 到 达 } = 0) Lane in 
评注 上 述 概率 可 以 用 excelStatTables.xls 计算 . 在 F16 中 输入 1.25, 在 J16 输入 
0. 则 在 M16 中 显示 答案 0.286 505. 
习题 14.4B 
*1。 已 知 顾客 按照 泊 松 分 布 来 到 某 服务 机 构 ， 到 达 率 为 每 分 钟 4 人 . 求 在 任何 给 定 的 30 HE 
间 内 至 少 有 一 位 顾客 到 达 的 概率 . 
2. 参数 为 和 的 泊 松 分 布 接近 于 参数 为 (n,p) 当 n 一 oo,p 一 0, np 一 A 的 二 项 分 布 . 针对 某 
个 制造 批量 包含 1% 次 品 的 情形 证 明 该 结论 . 假如 从 批量 中 抽出 10 件 样 品 , 计算 在 样品 中 
至 多 有 一 件 次 品 的 概率 , 先 用 (精确 ) 二 项 分 布 然后 用 (近似 ) 泊 松 分 布 计算 . 证 明 当 p 值 
增加 到 0.5 时 , 该 近似 是 不 可 接受 的 . 
*3. 顾客 以 每 小 时 20 人 的 频率 随机 来 到 某 检查 站 . 
(a) 求 该 检查 站 空闲 的 概率 . (b) REDA 2 个 人 排队 等 待 服务 的 概率 . 
4. 证 明 泊 松 分 布 的 平均 值 和 方差 公式 . 


14.4.3 ” 负 指 数 分 布 


如 某 个 服务 设施 在 指定 期 间 的 到 达 数 服从 泊 松 分 布 ( 见 14.4.2 节 ), 则 自动 地 , 
两 个 连续 到 达 的 时 间 间 隔 的 分 布 必 服从 负 指数 分 布 (简称 指数 分 布 ). 特别 地 , 如 果 
入 是 泊 松 事件 的 发 生 率 , 则 两 次 连续 到 达 的 间隔 时 间 分 布 x 为 


f(z) = Ae r> 0 


图 14.3 给 出 了 f(z) 的 图 像 . 
指数 分 布 的 平均 值 和 方差 为 


E{z} = i var(z) = i 


— 0.286 5 
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平均 值 E{z} 与 ^ 的 定义 一 致 . 若 和 为 事件 的 发 生 亩 , 则 1L 是 两 次 连续 事件 的 平均 
间隔 时 间 . 


Ka) 


图 14.3 ”指数 分 布 的 概率 密度 函数 


例 14.4-3 

汽车 平均 每 两 分 钟 一 辆 随机 来 到 某 加 油 站 . 求 车 辆 到 达 间 隔 时 间 不 超过 1 分 
钟 的 概率 . 

这 个 例子 所 求 的 概率 形式 为 P(z < A), 其 中 4 = 1 分 钟 . 求 这 个 概率 和 计算 
z 的 CDF 是 一 样 的 , 即 


A 
P{x < A} = | Xe xzdz = —e^?*|d = 1 — e7^4 
0 


该 例 中 到 达 率 可 计算 为 i 
à= ;58/2 9h 
因此 ， 
P(z 1) 2 1— e-(0) = 0.3934 
评注 可 以 用 excelStatTables.xls 计算 上 述 概率 . 在 F9 输入 0.5, Æ J9 输入 1, O9 
会 给 出 答案 0.393 468. 
习题 14.4C - 


*1. 沃尔玛 店 的 顾客 来 自 城 里 和 附近 的 郊区 . 城 里 顾客 的 到 达 率 为 每 分 钟 5 人 , 郊区 顾客 每 分 
钟 来 7 A, 这 些 人 随机 到 达 . 求 所 有 顾客 到 达 间 隔 时 间 不 到 5 秒 钟 的 概率 . 
2. 证 明 指数 分 布 的 平均 值 和 方差 公式 . 


14.4.4 IERSjb 


正 态 分 布 描述 了 我 们 日 常生 活 中 发 生 的 许多 现象 , 包括 考试 分 数 、 体 重 、 身 高 ， 
等 等 . 正 态 分 布 的 pdf 定义 为 


ly 


T6) 7 ai 


—oo«z«oo 


均值 和 方差 为 
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E{z}=p 


var{z}=0? 


通常 用 符号 N(p 0) 来 表示 平均 值 为 人 4、 标 准 差 为 o 的 正 态 分 布 . 
14.4 给 出 了 正 态 pdf f(z) 的 图 像 . 这 个 函数 关于 平均 值 上 总 是 对 称 的 . 


Ka) 


1 2 
gx 


r= a 


H T 


图 14.4 正 态 随机 变量 的 概率 密度 函数 


正 态 随 机 变量 的 一 条 重要 性 质 是 , 它 近 似 于 来 自任 何 分 布 样本 平均 值 的 分 布 . 
这 一 重要 的 结果 出 自 以 下 定理 : 
PORRER $ z1,z2,… ,zn 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 每 个 变量 的 平均 值 为 
B, MORE o, 定义 


Sn = T1 T2 +: tTn 


随 着 n EK (n 一 oo), RÈ 11,22,- ,zn 原来 分 布 为 何 , sn 的 分 布 总 是 趋向 于 均 
EA nu, FEA no? 的 正 态 分 布 . 

中 心 极限 定理 特别 告诉 我 们 , 来 自任 何 分 布 的 n 个 样本 的 均值 的 分 布 都 是 渐 
进 正 态 的 , 其 均值 是 j, 方差 为 Z. 这 一 结果 在 统计 质量 控制 中 有 着 重要 的 应 用 . 

正 态 随机 变量 的 CDF 不 能 以 闭 形式 求 出 . 因此 , 我 们 编制 了 正 态 表 (附录 B 
表 1, 或 者 excelStatTables.xls), 这 些 表 适 用 于 平均 值 是 0、 标准 差 为 1 的 标准 正 态 
分 布 , 即 N(0,1). 任何 正 态 随机 变量 z( 均 值 为 u, 标准 差 为 o) 都 可 以 利用 以 下 变 
换 转换 成 标准 正 态 : 


任何 正 态 分 布下 , 99% 的 面积 都 含 在 区 间 jy -- 3c < z 和 十 30 之 内 , 称 为 6c 限制 . 
例 14.4-4 

某 个 圆 简 的 内 径 尺 寸 要 求 为 1 土 0.03 cm. 机 械 加 工 结果 服从 均值 为 1 em, 标 
准 差 0.1 cm 的 正 态 分 布 . 求 出 产品 符合 工艺 要 求 的 百分比 ， . 

$ z 表示 加 工 结果 , 一 只 圆 简 符合 加 工 要 求 的 概率 为 


P{1 — 0.03 < z < 1 + 0.03} = P{0.97 < z < 1.03} 
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BA p — 1, o = 0.1, 等 价 的 标准 正 态 概率 陈述 就 是 


0.97 -1 103-1 
Zz 
01 5?5^7791 


=P{z < 0.3} — P{z < —0.3} = P(z < 0.3) - P(z 2 0.3) 


P{0.97 < z < 1.03}=P l } =P{-0.3 < z < 0.3} 
=P{z < 0.3} - [1 - P{z < 0.3} 
=2P{z < 0.3} — 1 = 2 x 0.617 9 — 1 = 0.235 8 
上 述 概率 结果 可 以 用 图 14.5 中 的 阴影 区 域 得 到 印证 .注意 到 由 于 pdf 的 对 


称 性 , P{z < -0.3} = 1 一 P(z < 0.3), 从 标准 正 态 表 (附录 B 中 表 1) 可 查 出 值 
0.617 9(= P(z < 0.3)). 


Ra) 


-0.3 0 0.3 2 
145 ”标准 正 态 分 布 中 计算 P(-03«2«03) 


评注 P{a < x <b} 可 以 用 excelStatTables.xls 直接 计算 . 在 F15 输入 1, Æ G15 
输入 0.1, 在 J15 输入 0.97, 在 K15 输入 1.03. Q15 会 给 出 答案 0.235 823. 


习题 14.4D 


1. A 大 学 工程 学 院 要 求 ACT 成 绩 最 少 26 分 . 某 校区 高 中 三 年 级 的 考试 成 绩 呈 正 态 分 布 , 平 
均 分 为 22 分 , 标准 差 为 2 分 . 
(a) 求 高 三 学 生 可 能 考 入 工程 学 院 的 百分比 . 
(b) 假如 A 大 学 不 接受 ACT 成 绩 低 于 17 分 的 学 生 , 求 不 符合 A 大 学 入 学 条 件 的 学 生 

比例 . 
*2。 某 个 游乐 园 里 想 要 乘坐 直 升 飞 机 的 人 平均 体重 为 180 W, 标准 差 为 15 磅 . 该 直 升 飞机 可 

BR 5 A, 但 最 大 载重 量 只 有 1 000 BS. 该 直升机 上 乘坐 了 5 个 人 但 不 能 起 飞 的 概率 是 多 
少 (提示 : 运用 中 心 极限 定理 ). 

3. 某 个 圆 简 的 内 径 尺 寸 服从 正 态 分 布 , 均值 为 1 cm, 标准 差 0.1 cm 一 个 实心 铁 棒 要 安放 
在 每 个 圆 简 内 . 该 铁 棒 也 服从 正 态 分 布 , 均值 为 0.99 cm, 标准 差 0.01 cem. 求 出 安装 的 铁 
棒 - 贺 简 对 不 能 匹配 的 百分比 . (提示 : 两 个 正 态 分 布 随机 变量 的 差 也 是 正 态 的 .) 
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前 面 的 几 节 介绍 了 随机 变量 的 概率 密度 函数 和 累积 密度 函数 ， 并 给 出 了 5 个 
常用 分 布 的 例子 (均匀 分 布 、 二 项 分 布 、 泊 松 分 布 、 指 数 分 布 和 正 态 分 布 ). 那么 在 
实际 中 如 何 确定 这 些 分 布 呢 ? | 

确定 (实际 上 是 估计 出 ) 任何 一 个 pat, 主要 根据 特定 情况 下 收集 的 原始 数据 . 
例如 , 要 估计 出 一 个 杂货 店 顾客 到 达 的 间隔 时 间 的 pdf, 首先 要 记录 出 顾客 到 达 的 
具体 时 刻 , 所 要 的 间隔 数据 就 是 连续 到 达 时 刻 之 间 的 差 值 . 

本 节 说 明 如 何 从 采样 数据 转换 到 一 个 pdf. 
第 1 步 ”把 原始 数据 用 某 个 合适 的 频率 直方 图 表示 出 来 ,并 确定 出 相应 的 经 验 
pdf. 
第 2 步 ” 利 用 拟 合 优 度 检验 , 检查 所 得 到 的 经 验 pdf 是 否 为 某 个 已 知 理论 pdf 的 
样本 . 
频率 直方 频率 直方 图 是 通过 把 原始 数据 用 数据 的 范围 (从 最 小 值 到 最 大 值 ) 相 
BR, 得 到 一 些 互 不 重合 的 小 区 间 来 构造 的 . 给 定 小 区 间 i 的 边界 (aL), 对 应 的 
频数 确定 为 所 有 满足 I_1 < z < 的 原始 数据 x 的 个 数 . 
例 14.5-1 

下 表 数 据 表示 某 个 服务 机 构 对 60 位 顾客 样本 的 服务 时 间 (分 钟 ): 


0.7 0.4 3.4 4.8 2.0 1.0 5.5 6.2 1.2 4.4 
1.5 2.4 3.4 6.4 3.7 4.8 2.5 5.5 0.3 8.7 
2.7 0.4 2.2 2.4 0.5 1.7 9.3 8.0 4.7 5.9 
0.7 1.6 5.2 0.6 0.9 3.9 3.3 0.2 0.2 4.9 
9.6 1.9 9.1 1.3 10.6 3.0 0.3 2.9 2.9 4.8 
8.7 2.4 7.2 1.5 7.9 11.7 6.3 3.8 6.9 5.3 


这 批 数据 的 最 小 值 和 最 大 值 分 别 是 0.2 和 11.7. 这 就 意味 着 , 所 有 数据 可 以 被 
范围 (0, 12] MEA. 把 区 间 (0,12) 任意 分 成 12 个 小 区 间 , 每 个 小 区 间 宽 度 为 1 分 
bh. 适当 选择 小 区 间 的 宽度 对 于 反映 出 经 验 分 布 的 形状 至 关 重 要 , 虽然 对 于 确定 最 
优 的 小 区 间 宽 度 没 有 硬性 的 规则 , 但 根据 经 验 我 们 通常 采用 10~20 个 小 区 间 . 实际 
E, 有 必要 试验 不 同 的 小 区 间 宽 度 , 以 得 到 可 以 接受 的 直方 图 . 

下 表 汇 总 了 给 定 原始 数据 的 直方 图 信息 . 相对 频数 列 f; 可 由 观测 频数 列 o; 的 
数据 个 数 除 以 总 观测 数 (n = 60) 算出 . 例如 f, = 其 = 0.183 3. 累计 频数 列 F 由 
fi 的 值 递归 求 和 生成 . 因此 , F1 = fı = 0.183 3, Fz = Fı + f2 = 0.183 3 + 0.133 3 = 
0.316 6. 
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观测 记录 观测 频数 相对 频数 累计 相对 


i 小 区 间 符号 Oi fi 频数 Fi 
1 (0, 1] I wi I 11 0.183 3 0.183 3 
2 (1, 2] W Ill 8 0.133 3 0.316 6 
3 (2,3] Wii 9 0.150 0 0.466 6 
4 (3, 4] Wi II 7 0.116 7 0.583 3 
5 (4, 5] MI I 6 0.100 0 0.683 3 
6 (5, 6] Wi 5 0.083 3 0.766 6 
7 (6, ?] tll 4 0.066 7 0.833 3 
8 (7,8] Il 2 0.033 3 0.866 6 
9 (8, 9] I 3 0.050 0 0.916 6 
10 (9, 10] Itl 3 0.050 0 0.966 6 
11 (10, 11] | 1 0.016 7 0.983 3 
12 (11, 12] | 1 0.016 7 1.000 0 
总 和 60 1.000 0 


所 和 F 的 值 提供 了 服务 时 间 t 的 pdf 和 CDF 的 等 价 性 . 由 于 频数 直方 图 给 
出 了 连续 服务 时 间 的 “离散 化 ”形式 , 我 们 可 以 通过 用 线段 连接 得 到 的 点 , 从 而 把 
得 到 的 CDF 转换 成 分 段 连 续 的 函数 . 图 14.6 给 出 了 本 例 经 验 pdf 和 CDF 的 图 像 . 
如 直方 图 所 示 , 各 个 小 区 间 的 中 点 连 线 给 出 了 CDF. 


1.0 CDF 
0.8 
0.6 
0.4 


0.2 
pdf 


12345678 9 1011 12 
以 分 钟 ) 
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0 


现在 可 以 估计 出 该 经 验 分 布 的 平均 值 和 方差 s? 如 下 . 令 NN 为 直方 图 中 小 
区 间 的 个 数 , 定义 i 为 小 区 间 i 的 中 点 , 则 
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用 这 些 公式 表示 本 例 , 我 们 得 到 
£— 0.183 3 x 0.5 十 0.133 x 1.5 + --- +11.5 x 0.016 7 = 3.934 分 钟 
s? — 0.188 3 x (0.5 — 3.934)? + 0.1333 x (1.5 — 3.934)? 十 


+0.016 7 x (11.5 — 3.934)? = 8.646 分 钟 ? 


Excel 程序 

用 Excel 的 电子 表格 可 以 方便 地 构造 直方 图 从 菜单 栏 上 选择 CER, ~ NOME 
HE — RONO, 然后 在 对 话 框 中 输入 合适 的 数据 ， 但 是 Excel 中 的 直方 图 工具 
并 不 把 直接 产生 的 频率 直方 图 的 平均 值 和 标准 差 作为 输出 结果 因此 , Excel 程序 
excelMeanVar.xls 是 用 来 计算 样本 平均 值 、 方 差 、 最 大 值 和 最 小 值 的 , 并 且 可 以 和 
Excel 的 直方 图 工具 同时 使 用 . 

图 14.7 在 单元 格 A8:E19 中 存放 例 14.5-1 的 输入 数据 . 随 着 数据 输入 到 电子 
表格 中 , 将 自动 产生 样本 统计 量 (均值 、 标 准 差 、 最 小 值 和 最 大 值 ). 

为 了 构造 出 直方 图 , 首先 产生 小 区 间 的 上 限 , 并 从 第 8 行 开始 输入 到 F 列 . 在 
本 例 中 , 单元 F8:F19 用 来 给 出 小 区 间 边界 , 然后 在 直方 图 对 话 框 中 输入 样本 数据 
的 位 置 和 小 区 间 边 界 (如 图 14.7 下 面部 分 所 示 ). 

输入 区 域 ， A8:E19 

接收 区 域 : F8:F19 

输出 选项 ， 在 票 积 百分率 和 图 表 输 出 前 打 义 . 
现在 , 单 击 确定 , 图 14.8 显示 了 输出 结果 . 

拟 合 优 度 检验 ” 拟 合 优 度 检 验 用 于 评价 在 确定 经 验 分 布 时 所 用 的 样本 是 否 服从 其 
个 特定 的 理论 分 布 . 可 以 把 经 验 CDF 和 某 个 理论 分 布 的 CDF 进行 比较 , 从 而 对 数 
据 做 出 初步 的 评价 . 车 这 两 个 CDF 没有 明显 的 差异 , 则 很 有 可 能 这 些 样本 服从 这 
个 理论 分 布 . 再 用 拟 合 优 度 检验 来 进一步 确定 这 一 初步 的 “预感 ”， 下面 的 例子 给 
出 了 详细 的 方法 . 

O 如 果 数 据 分 析 不 出 现在 工具 菜单 下 面 , 单 击 该 菜单 下 的 加 载 宏 并 选择 分 析 工 具 库 , 然后 再 单 击 确定 . 


一 一 译 者 注 
© Excel 的 数据 分 析 提供 了 单独 的 统计 工具 (描述 统计 ), 用 来 计算 平均 值 和 方差 (以 及 其 他 一 些 你 可 
能 从 未 使 用 过 的 统计 功能 ). 


145 经 验 分 布 571 


[Yariance 


O 柏拉图 Q0 
[z] A68 23K W 
Ie OT 5: 


120.009€ 
100.00% 
80. 


T 


4 60.00%. 

Sap 40.00%, 
Hr 20,00%. 
— 0.00% 


Ct OXON 


IDo 


14.8 例 14.5-1 的 Excel 直方 图 的 输出 结果 


例 14.5-2 
验证 例 14.5-1 的 数据 服从 某 个 猜测 的 指数 分 布 ， 


首先 要 指定 定义 理论 分 布 的 函数 . 从 例 14.5-1 P, E= 3.934 分 钟 . 因此 , 猜想 
的 指数 分 布 的 和 = Qiu = 0.254 2 次 服务 /分 钟 ( 见 14.4.3 节 ), 且 相应 的 pdf 和 


572 314 * 概率 论 基 础 复习 
CDF 为 
f(t) 20.254 20792594 21 459 


T 
F(T) -| f(t)dt 21-6 27 T>0 


可 以 用 这 个 CDF 和 F(T) 来 对 T = 0.5,1.5,… ,11.5 计算 理论 的 CDF, 然后 
EH 14.5-1 计算 得 到 的 经 验 值 Fi, i = 1,2,… ,12 在 图 形 上 进行 比较 . 例如 


F(0.5) = 1 — e 79294 2x05 5, 0.12 


14.9 给 出 了 比较 结果 . 这 两 个 图 像 的 粗略 比较 说 明 , 这 个 指数 分 布 的 确 能 够 
比较 好 地 符合 观测 数据 . 


1.0 


指数 累积 分 布 


005 15 25 35 45 55 65 7.5 85 9.5 10.5 11.5 
(219b) 
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下 一 步 是 进行 拟 合 优 度 检验 . 共有 两 个 这 样 的 检验 : (1) Kolmogrov-Smirnov 检 
验 ; (2) x? 检验 . 这 里 只 介绍 x2 检验 法 . 

x? 检验 对 于 直方 图 的 不 同 小 区 间 , 来 度量 经 验 频 率 和 理论 频率 之 间 的 差异 . 特 
别 地 , 计算 出 对 应 于 第 i 个 小 区 间 的 观测 频率 0; 的 理论 频率 n: 


hl 
ni = "| f(t)dt = n (F(I;) — F(Ii-1)) = 60(e7 9254 206-: 一 60254 21.) 
H-i 


根据 给 出 的 直方 图 小 区 间 i 的 o 和 n, 计算 经 验 频率 和 观测 频率 之 问 差异 的 
度量 为 


N 
xc (oi - n) 
X= 2 元 
当 N — oo 时 , x? 趋向 于 具有 N 一 一 1 个 自由 度 的 x? 概率 密度 函数 , 其 中 
k 为 从 原 数 据 中 估计 的 参数 个 数 , 用 来 定义 理论 分 布 . 


零 假 设 说 明 , 若 


2 2 
X < XN-k-1,1-a 
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则 接受 观测 的 样本 来 自 该 理论 分 布 f(zx) 的 结论 , 其 中 X3, 1; REN-k- 1B 


由 度 和 a 显著 性 水 平 的 x? 值 . 


下 表 给 出 了 检验 的 计算 结果 ; 


c an A [^ N =| € 


总 和 


小 区 间 
(0, 1) 
(1,2) 
(2,3) 
(3,4) 
(4,5) 
(5,6) 
(6, 7) 
(7,8) 
(8,9) 


(9, 10) 
(10, 11) 


(11, oo) 


观测 频数 o; 


n = 60 


0.588 


0.202 


x? = 2.623 


根据 经 验 , 任何 一 个 小 区 间 内 的 期 望 理论 频数 至 少 为 5 个 . 要 满足 这 一 要 求 ， 
通常 我 们 把 连续 的 小 区 间 合 并 起 来 , 如 表 中 所 示 , 得 到 的 小 区 间 数 目 变 成 N = 7. 
因为 我 们 从 观测 数据 中 只 估计 一 个 参数 ( 即 A), 所 以 x? 分 布 的 自由 度 必须 等 于 
7 一 1 一 1= 5. 如 果 要 求 显著 性 水 平 a = 0.05, 则 得 到 临界 值 xz os = 11.07( 利 用 附 
录 B 中 的 表 3, 或 者 在 excelStatTables.xis 的 F8 中 输入 5, 在 L8 输入 0.05, 并 在 
R8 中 读 出 答案 ). 因为 x? 值 (=2.623) 小 于 临界 值 , 所 以 接受 假设 , 即 样本 来 自 于 所 


猜测 的 指数 分 布 . 
习题 14.5A 


1. 下 表 数 据 表示 某 个 服务 设施 的 到 达 间 隔 时 间 (单位 ; 分 钟 ); 
(a) 利用 Excel 程序 , 对 于 小 区 间 宽 度 0.5, 1 和 1.5 分 钟 , 分 别 作出 3 个 直方 图 , 
(b) 用 图 像 比较 经 验 CDF 和 相应 的 指数 分 布 的 累积 分 布 . 

(c) 检验 假设 : 根据 95% 的 置信 水 平 , 所 给 出 的 样本 来 自 指数 分 布 . 
(d) 用 来 检验 零 假 设 , 这 3 个 直方 图 哪 一 个 “最 好 ”? 
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4.3 3.4 0.9 0.7 5.8 3.4 2.7 7.8 
4.4 0.8 4.4 1.9 3.4 3.1 5.1 1.4 
0.1 4.1 4.9 4.8 15.9 6.7 2.1 2.3 
2.5 3.3 3.8 6.1 2.8 5.9 2.1 2.8 
3.4 3.1 0.4 2.7 0.9 2.9 4.5 3.8 
6.1 3.4 1.1 4.2 2.9 4.6 7.2 5.1 
2.6 0.9 4.9 2.4 4.1 5.1 11.5 2.6 
0.1 10.3 4.3 5.1 4.3 1.1 4.1 6.7 
2.2 2.9 5.2 8.2 1.1 3.3 2.1 7.3 
3.5 3.1 7.9 0.9 5.1 6.2 5.8 1.4 
0.5 4.5 6.4 1.2 2.1 10.7 3.2 2.3 
3.3 3.3 7.1 6.9 3.1 1.6 2.1 1.9 
2. 下 表 数 据 表示 传送 一 条 信息 需要 的 时 间 长 度 (85). 
25.8 67.3 35.2 36.4 58.7 
47.9 94.8 61.3 59.3 93.4 
17.8 34.7 56.4 22.1 48.1 
48.2 35.8 65.3 30.1 72.5 
5.8 70.9 88.9 76.4 17.3 
77.4 66.1 23.9 23.8 36.8 
5.6 36.4 93.5 36.4 76.7 
89.3 39.2 78.7 51.9 63.6 
89.5 58.6 12.8 28.6 82.7 
38.7 71.3 21.1 35.9 29.2 


利用 Excel 程序 作出 适当 的 直方 图 . 已 知 下 列 有 关 理 论 均匀 分 布 的 信息 , 按照 9596 的 置信 


KF, 检验 假设 : 这 些 数据 来 自 一 均匀 分 布 . 
(a) 该 分 布 的 区 间 是 0 到 100. 


指数 分 布 . 


(b) 该 分 布 区 间 是 从 样本 数据 估计 的 . 
(c) 分 布 区 间 的 最 大 上 限 为 100, 但 最 小 下 限 必 须 从 样本 数据 中 估计 . 

3. 一 个 自动 装置 用 来 在 某 个 繁忙 交叉 路 口 计数 交通 流量 . 该 装置 以 连续 时 间 尺 度 从 伶 开 始 记 
录 下 一 辆 车 到 达 交 叉 路 口 的 时 间 . 下 表 提供 了 前 60 辆 车 的 (累计) 到达 时 间 (eh). 用 
Excel 程序 作出 适当 的 直方 图 , 然后 按 95% 的 置信 水 平 检 验 假设 : 这 些 间隔 时 间 来 自 某 一 
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到 达 时 间 
到 达 (分 钟 ) 
1 5.2 
2 6.7 
3 9.1 
4 12.5 
5 18.9 
6 22.6 
7 27.4 
8 29.9 
9 35.4 
10 35.7 
11 44.4 
12 47.1 
13 47.5 
14 49.7 
15 67.1 


到 达 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 


到 达 时 间 
(分 钟 ) 
67.6 
69.3 
78.6 
86.6 
91.3 
97.2 
97.9 
111.5 
116.7 
117.3 
118.2 
124.1 
127.4 
127.6 
127.8 


到 达 
31 
32 
33 


到 达 时 间 到 达 时 间 
(分 钟 ) 到 达 (分 钟 ) 
132.7 46 227.8 
142.3 47 233.5 
145.2 48 239.8 
154.3 49 243.6 
155.6 50 250.5 
166.2 51 255.8 
169.2 52 256.5 
169.5 53 256.9 
172.4 54 270.3 
175.3 55 275.1 
180.1 56 277.1 
188.8 57 278.1 
201.2 58 283.6 
218.4 59 299.8 
219.9 60 300.0 
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第 15 章 ”随机 库存 模型 


本 章 导读 本 章 是 第 10 章 确 定性 库存 模型 的 续篇 , 研究 需求 为 随机 性 的 库存 
问题 . 所 建立 的 模型 大 致 可 分 为 连续 型 和 周期 型 的 盘点 情形 . 周期 型 盘点 模型 包括 
单 周 期 和 多 周期 间 题 , 所 提出 的 求解 方法 涉及 了 从 在 确定 性 EOQ 中 使 用 随机 项 到 
用 动态 规划 求解 更 复杂 问题 的 方法 . 这 里 介绍 的 随机 模型 表面 上 似乎 “ 太 理论 化 ” 
而 不 实用 , 但 事实 上 , 第 24 章 介绍 的 一 个 案例 分 析 正 是 利用 了 其 中 的 一 个 模型 帮 
助 戴尔 公司 解决 其 库存 问题 , 从 而 节约 了 可 观 的 资金 . 

本 章 包含 1 项 实际 应 用 问题 、4 个 例题 、1 个 Excel 程序 、22 个 节 后 习题 和 2 个 
案例 , 其 中 案例 在 附录 E 中 介绍 , AMPL/Excel/Solver/TORA 程序 放 在 chl5Files 
子 目 录 下 . 


实际 应 用 一 一 戴尔 供应 链 中 的 库存 决策 

戴尔 公司 实行 一 种 直接 销售 式 的 经 营 模式 , 在 这 种 模式 下 , 公司 将 个 人 电脑 直 
接 销售 给 美国 的 客户 . 当 从 客户 那里 收 到 一 份 订 单 后 , 公司 将 规格 要 求 发 送 给 得 克 
萨 斯 州 奥斯汀 的 制造 厂 , 在 那里 8 小 时 内 就 可 以 完成 计算 机 的 组 装 、 测 试 和 包装 . 
戴尔 公司 保持 很 少 的 库存 , 相反, 它 要 求 其 供应 商 (通常 设 在 东南 亚 ) 保持 所 谓 的 
“周转 ”库存 , 它们 放 在 制造 三 附近 的 周转 仓库 ( 零 部 件 仓库 ) 那里 ,这些 周转 仓库 
属于 戴尔 公司 , 租 给 供应 商 使 用 .然后 , 戴尔 从 周转 仓库 里 “提出 ”所 需要 的 零 部 
件 , 而 供应 商 的 责任 是 及 时 补充 库存 , 以 满足 戴尔 的 预计 需求 . 虽然 戴尔 并 不 拥有 
周转 仓库 中 的 库存 , 但 库存 的 费用 通过 零 部 件 的 价格 被 间接 传递 给 顾客 . 因此 , 减 
少 了 的 库存 通过 降低 产品 价格 直接 使 戴尔 的 顾客 受益 . 这 里 所 提出 的 解 已 经 导致 每 
年 节约 的 费用 达到 近 270 万 美元 . 第 24 章 案例 13 详细 介绍 了 这 一 案例 研究 . 


15.1 ”连续 盘点 模型 


本 节 介 绍 两 个 模型 : (1) 确定 性 EOQ 模型 (10.2.1 节 ) 的 “概率 化 版 本 ”, 它 利 
用 一 个 缓冲 库存 来 代表 随机 需求 ; (2) 一 个 更 加 纯粹 的 随机 EOQ 模型 , 模型 中 直接 
包含 了 随机 需求 . 


15.1.1 “概率 化 ”的 EOQ 模型 


一 些 实际 工作 者 对 确定 性 的 EOQ 模型 (10.2.1 节 ) 做 了 调整 , 通过 在 整个 计 
划 期 内 添加 一 种 固定 的 缓冲 库存 , 来 近似 地 反映 需求 的 随机 性 质 . 确定 缓冲 库存 的 


15.1 连续 盘点 模型 577 


大 小 , 应 使 得 在 提前 时 间 ( 从 发 出 订单 到 收 货 之 间 的 间隔 时 间 ) 内 用 完 库 存 的 概率 
不 超过 某 一 指定 的 值 . 


令 
L = 从 发 出 订单 到 收 货 之 间 的 提前 时 间 
rL = 表示 在 提前 时 间 内 需求 的 随机 变量 
uL = 提前 时 间 期 间 的 平均 需求 
or = 提前 时 间 期 间 需 求 的 标准 差 
B = 缓冲 库存 规模 
o = 提前 时 间 期 间 用 完 库存 的 最 大 允许 概率 
该 模型 的 主要 假设 是 , 提前 时 间 期 间 L 的 需求 zz 服从 平均 数 为 ue EZS oL 
的 正 态 分 布 , 即 N (jzr, or). 
15.1 表示 了 缓冲 库存 B 和 确定 性 EOQ 模型 参数 之 间 的 关系 , 这 些 参数 包 
括 提 前 时 间 L、 提 前 时 间 期 间 的 平均 需求 uL, 以 及 EOQ y*. 注意 到 , L 必须 等 于 
10.2.1 节 中 定义 的 有 效 提前 时 间 . 


库存 水 平 


Btw 


— L þe 时 间 
图 15.1 在 经 典 EOQ 模型 上 引入 缓冲 库存 
用 来 确定 B 的 概率 表达 式 可 以 写成 
P(z,2B-*tpr)&a 
可 以 用 以 下 代 换 , 把 zr 转换 为 标准 IN (0,1) 的 随机 变量 (I 14.5.4 45): 


这 样 就 有 


图 15.2 确定 了 K。( 从 附录 B 中 的 标准 正 态 表 得 到 ， 或 用 文件 excelStatTa- 
bles.xls 求 出 ), 使 得 
P(z 2 Ka} =Q 
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因此 , 缓冲 库存 规模 必 满 足 


B>orLKo 


Ra 


0 K, z 
15.2 用 尽 库存 的 概率 P(z > Ko) = a 


提前 时 间 期 间 的 需求 通常 用 每 单位 时 间 (如 每 天 或 每 周 ) 的 某 个 概率 密度 函 
数 来 描述 , 由 这 个 概率 密度 函数 , 就 可 以 确定 L 期 间 的 分 布 . 设 单位 时 间 的 需求 是 
正 态 的 , 平均 值 为 D, 标准 差 为 o, 则 可 以 算出 提前 时 间 二 期 间 的 需求 平均 值 u 
和 标准 差 oL 为 


LL = DL or = Vo?L 


计算 oz 的 公式 要 求 工 为 (EAR) 一 整数 值 . 
例 15.1-1 
在 例 10.2-1 确定 霓虹灯 库存 策略 的 问题 中 , EOQ = 1000 件 . 如 果 每 日 需求 量 
为 正 态 的 , 均值 为 D = 100 只 灯 管 , 标准 差 o = 10 只 灯 管 , 即 IN (100, 10), 确定 组 
冲 库存 规模 , 使 得 用 完 库 存 的 概率 不 超过 a = 0.05. 
由 例 10.2-1, 有 效 提前 时 间 L = 2 X, 因此 
LL = DL = 100 x 2 = 200 R 
oL=Vo2L = V10? x 2 = 14.14 R 


给 定 Ko.os = 1.645, 可 计算 缓冲 规模 为 
B 2 14.14 x 1.645 = 23 只 霓虹灯 管 


因此 , 带 有 缓冲 B 的 最 优 库 存 策略 要 求 , 一 旦 库存 水 平 降 至 223(— B + up = 23 + 
2 x 100) R, 则 订货 1 000 R. 
习题 15.1A 

1. 在 例 15.1-1 中 , 针对 下 列 每 种 情况 , 求 出 最 优 库存 策略 : 
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*(a) 提前 时 间 —15 X. (b) 提前 时 间 —23 X. 
(c) 提前 时 间 =8 X. (d) 提前 时 间 —10 X. 

某 音像 店 卖 一 种 畅销 光盘 , 该 光盘 的 日 需求 量 ( 张 数 ) 接近 于 正 态 分 布 , 平均 数 为 200 3K, 

标准 差 为 20 张 . 在 店 里 保存 光盘 的 费用 为 每 天 每 张 $0.04, 发 出 一 份 新 订单 的 费用 是 $100, 

供 货 有 7 天 的 提前 时 间 . 假设 该 店 想 要 把 提前 时 间 期 间 该 种 光盘 脱销 的 概率 限制 在 0.02 

以 内 , 确定 该 店 的 最 优 库存 策略 . 

. 某 度假 区 内 的 一 个 礼品 店 对 照相 机 胶卷 的 日 需求 量 是 正 态 分 布 的 , 均值 为 300 卷 , 标准 差 
5 卷 . 店 中 库存 一 卷 胶卷 的 费用 是 $0.02, 每 次 新 订货 要 付 的 一 笔 固 定 订 货 费 用 为 $30. 该 
店 的 库存 策略 要 求 , 一 旦 库存 水 平 下 降 到 80 卷 的 时 候 , 就 要 订货 150 卷 , 同时 还 要 随时 保 
持 20 卷 的 一 个 缓冲 库存 量 . 

(a) 对 于 上 述 库 存 策略 , 确定 提前 时 间 期 间 库存 脱销 的 概率 . 
(b) 对 于 给 定 的 上 述 数据 , 为 该 店 建 议 一 个 库存 策略 , 假设 提前 时 间 期 间 售 完 胶 卷 的 概率 
不 超过 0.10. 
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没有 理由 相信 , 15.1.1 节 的 “概率 化 ”EOQ 模型 一 定 能 给 出 最 优 的 库存 策略 ， 
因为 有 关 和 需求 的 随机 性 质 的 信息 一 开始 就 没有 考虑 到 , 只 是 在 后 来 的 计算 阶段 才 以 
一 种 完全 独立 的 方式 “加 了 进来 ”, 这 个 事实 就 足以 否定 了 它 的 最 优 性 . 

为 了 弥补 这 一 缺陷 , 本 节 给 出 一 个 更 加 精确 的 模型 , 其 中 模型 的 表达 直接 引入 
了 需求 的 随机 性 质 . 

与 15.1.1 节 中 的 情况 不 同 , 这 个 新 的 模型 允许 需求 不 足 , 如 图 15.3 所 示 . 这 一 
策略 要 求 , 一 旦 库存 水 平 降 至 R, 则 订货 量 为 y. 如 确定 性 情形 一 样 , 再 订货 水 平 R 
是 从 订货 到 收 货 之 间 的 提前 时 间 的 函数 . 通过 使 每 单位 时 间 的 期 望 费 用 (包括 订货 
费 、 储存 费 和 缺 货 费用 的 总 费用 ) 达到 极 小 , 来 求 出 最 优 的 y 值 和 RE. 


[^] 


| | 

re—— ti Bra] 一 一 =| he 提前 时 间 一 = 
je— 周期 1 一 一 > 一 周期 2 一 
图 15.3 ” 带 有 缺 货 的 随机 库存 模型 


该 模型 有 3 个 假定 . 
(1) 提前 时 间 期 间 未 满足 的 需求 被 积压 起 来 . 
(2) 最 多 允许 一 个 订单 未 得 以 解决 . 
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(3) 提前 时 间 期 间 的 需求 分 布 为 时 间 平稳 (不 变 ) 的 . 
为 建立 单位 时 间 的 总 费用 函数 , 令 
f(z) = 提前 时 间 期 间 需 求 > 的 概率 密度 函数 

D = 单位 时 间 的 期 望 需求 

h 二 单位 时 间 内 每 库存 单位 的 储存 费用 

p = 每 库存 单位 的 缺 货 费 用 

K = 每 份 订单 的 订货 费用 
根据 这 些 定义 , 就 可 以 确定 费用 函数 的 要 素 项 . 

(1) rj fe. 每 单位 时 间 的 近似 订单 数 为 2, 因此 每 单位 时 间 的 订货 费用 约 为 

KD 
^ (2) 期 望 储存 合用 . 平均 库存 为 


(y - E(R - z)) - E(R - x) 
2 


I= = +R- Efz} 


这 个 公式 基于 一 个 周期 的 开始 期 望 库存 和 结束 期 望 库存 , 分 别 为 y+ E(R - z) 
和 E(R — r}. 作为 一 种 近似 , 该 表达 式 忽略 了 RR 一 E(z) 可 能 为 负 的 情况 . 因此 每 
单位 时 间 的 期 望 储存 费用 等 于 hI. 

(3) Ju A CER. 当 z > R 时 出 现 缺 货 , 因此 每 个 周期 的 期 望 缺 货 量 为 


= | (z — R)f(z)dz 
R 


因为 p 仅 与 缺 货 量 成 比例 , 所 以 每 个 订货 周期 的 期 望 缺 货 费 用 为 ps, 且 根据 
每 单位 时 间 有 2 个 订货 周期 , 所 以 每 单位 时 间 的 缺 货 费用 为 PD. 
总 费用 函数 为 


TCU(y,R) - PË +h ( +R- E(z)) 十 "D (r — R)f(z)dz 


通过 下 面 的 公式 求 出 最 优 解 y* 和 n: 


因此 我 们 得 到 _ 
， /127D( 开 十 p9) 
y = V (1) 


T ELM 
| faz- 车 Q) 
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因为 从 (1) 和 (2) 式 得 不 到 闭 形式 的 y* 和 R*, 所 以 我 们 用 了 Hadley and Witin 
(1963, pp. 169-174) 给 出 的 一 种 数值 算法 来 寻找 最 优 解 . 假如 存在 可 行 解 的 话 , 该 
算法 经 过 有 限 步 迭代 终止 . 

对 于 R-0, 上 面 的 (1) 和 (2) 式 给 出 


_ [2D(K * pE(zx)) . PD 
(Vh 977&. 


WR gy 2 $, WI y 和 RR 存在 唯一 的 最 优 值 . 按照 求解 过 程 , 24 S = 0 时 , 得 到 y* 的 
最 小 值 为 [20 

算法 的 计算 步骤 如 下 . 
Wor HAIE y =y = 4P, 并 令 Ro = 0. 设 定 ; = 1, 转 到 第 i 步 
Bi Hy 从 公式 (2) 得 到 R. 如 R ~ Ri, 停止 , 最 优 解 为 y* = yi R* = Ri 
否则 , 在 公式 (1) 中 代入 R 计算 y. iiri, 重复 第 i 步 . 
例 15.1-2 

Electro 公司 在 其 生产 过 程 中 要 使 用 树脂 , 每 月 用 量 1 000 加 仓 . Electro 公司 为 
每 次 新 订货 要 支付 $100 的 订货 费 , 每 加 仑 树脂 每 月 的 储存 费用 是 $2, 而 且 每 加 仓 
的 缺 货 费 用 为 $10. 历史 数据 表明 , 提前 时 间 期 间 的 需求 服从 (0, 100) 加 仓 之 间 的 
均匀 分 布 . 请 为 Electro 公司 确定 最 优 的 订货 策略 . 

利用 模型 变量 符号 , 我 们 有 


D = 1000 加 仓 / 月 K= 每 次 订货 $100 
h = 每 加 仑 每 月 $2 p= 每 加 仓 $10 
f(z) = 35:0 € z < 100 E{z} = 50 加 仓 


首先 , 我 们 需要 检查 该 问题 是 否 有 可 行 解 . 利用 和 5 的 公式 , 我 们 得 到 


1 
j= [2x 000000 10 x 50) 774.6 加 全 


y= 10 x 1 000 2: 000 = 5 000 Jn & 
BA S24, 故 存在 唯一 的 最 优 解 y* 和 R. 
S 的 公式 计算 如 下 : 
100 
s=| (z - R) adr - R50 


用 公式 (1) 和 (2) 中 的 S, 我 们 得 到 


21 0-108) = V/100 000 + 10 0005 加 仓 (3) 


L doa E 2yi 
r 100 10 x 1 000 


582 第 15 章 随机 库存 模型 


由 最 后 一 个 公式 可 得 


yi 
; = 100 - = 
Ri 00 50 


现在 用 公式 (3) 和 (4) 求 最 优 解 . 


迭代 1 


iW 2 


因此 ， 


和 迭代 3 


因此 ， 


KD I 
yo IRR = EAA - 316.23 We 


Rı=100 — EDS = 93.68 MÈ 


2 
Sa Ri +50 = 0.199 71 Jn & 


ya = V100 000 + 10 000 x 0.199 71 = 319.37 加 仓 


Rz = 100 — = 93.612 WÈ 


R? 
S = zgg ` P2 + 50 = 0.203 99 e 


y3 = v/100 000 + 10 000 x 0.203 99 = 319.44 加 仓 


R3 = 100 — d = 93.611 加 仓 


(4) 


由 于 ys = yz, Rs = Ro, 最 优 解 为 R* = 93.611 WÈ, y* ~ 319.44 ME. 可 以 使 用 文 
件 excelContRev.xls 来 求 任何 所 需 精度 的 最 优 解 . 本 例 最 优 库存 策略 为 , 当 库存 水 
平 下 降 到 94 加 仑 时 , 订货 量 大 约 为 320 加 仓 . 


习题 15.1B 


1. 用 例 15.1-2 给 出 的 数据 , 求 下 列 各 量 . 


(a) 每 月 近似 的 订单 数目 . 
(c) 每 月 期 望 储存 费用 . 


(e) 提前 时 间 期 间 用 完 库 存 的 概率 . 
*2， 解 例 15.1-2, 假定 提前 时 间 期 间 的 需求 为 0~50 加 仓 的 均匀 分 布 . 
*3. 在 例 15.1-2 +, 假设 提前 时 间 期 间 的 需求 是 40~60 加 仓 的 均匀 分 布 . 请 计算 最 优 解 并 与 
例 15.1-2 得 出 的 解 进行 比较 , 解释 比较 结果 (提示 : 这 两 个 问题 的 E{z} 相同 , 但 本 问题 


的 方差 较 小 .) 


(b) 期 望月 度 订货 费 . 
(d) 每 月 期 望 缺 货 费 用 . 


4. 找 出 例 15.1-2 的 最 优 解 ， 假 定 提 前 时 间 期 间 的 需求 服从 IN (100,2). 设 D = 10 000 加 
仑 /月 , h = 每 月 每 加 仓 $2, p = 每 加 仑 $4, K = $20. 
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15.2 单 周 期 模型 


单 种 货品 的 库存 模型 适用 于 当 一 件 货 品 只 订货 一 次 来 满足 该 周期 的 需求 , 比 
如 , 时 装 到 季节 末 就 会 过 时 . 本 节 介 绍 两 个 模型 , 分 别 表示 没有 订货 费 和 带 有 订货 
费 的 两 种 情况 . 
建 模 所 用 的 变量 符号 有 
K = 每 份 订单 的 订货 费用 
h = 该 周期 期 间 每 库存 单位 的 储存 费用 
p = 周期 期 间 每 缺 货 单位 的 匹 罚 费用 
D = 随机 变量 , 表示 该 周期 期 间 的 需求 
f(D) = 周期 期 间 和 需求 的 概率 密度 函数 
y = 订货 量 
z = 新 订货 之 前 的 现 有 库存 
这 一 模型 确定 y 的 最 优 值 , 使 得 期 望 储存 费用 和 人 缺 货 费 用 之 和 达到 最 小 . 给 定 
了 最 优 的 y(= y*) 后 , 库存 策略 是 : 如 x < y, 订货 y* — zi; 否则 不 订货 . 


15.2.1 没有 订货 费 的 模型 ( 报 摊 模 型 ) 


这 个 模型 在 文献 中 又 称 为 报 捧 模 型 (最 早 的 经 典 称谓 是 报 童 模型 )， 因 为 它 针 
对 的 是 像 报 纸 一 类 短 寿 命 的 货品 . 

模型 的 假设 包括 : 

(1) 需求 在 周期 开始 随 着 收 到 订货 后 立即 产生 ; 

(2) 没有 订货 费 . 

15.4 显示 了 需求 D 满足 以 后 的 库存 位 置 . WR D < y, 则 在 周期 期 间 保持 
E y- D; 否则 , 如果 > y, 则 出 现 缺 货 量 D — y. 


(a) (b) 
图 15.4 KAPRE H NAE EF 
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该 周期 的 期 望 费用 E(C()) 的 表达 式 为 
E[C(y)) =h [o - D)f(D)aD +p | "(D - y) f(DaD 
v 


函数 E(C(y)) 对 y 是 凸 的 , 故 可 证 明 它 有 唯一 的 最 小 值 . 求 E(C(y)) 关于 y 
的 一 阶 导数 并 令 其 等 于 0, 我 们 得 到 


y oo 
h | f(D4D -p | f(DJaD =0 
0 y 


hP{D < y} -»(1- P{D < yJ) =0 


p 
P{D < y*} = —— 
{ vi pth 


前 面 的 推导 假定 需求 D 是 连续 的 . 如 果 D 是 高 散 的 话 , 则 f(D) 只 在 离散 点 
有 定义 , 并 且 相应 的 费用 函数 是 


E(C(y)) -h > (y - Df(D) *» Y, (D-y)f(D) 
D-0 


D=y+1 
最 优 性 必要 条 件 是 
E(C(y - 1)} > E(C(y)) 和 E(C(y + 1)} > E(C(y)) 


由 于 E(C(y)) 是 凸 函数 , 因此 这 些 条 件 也 是 充分 的 . 经 过 若干 代数 运算 , 运用 这 些 
条 件 可 以 得 到 下 面 计算 y* 的 不 等 式 : 


PID Sy -1}< Hi PID v) 


例 15.2-1 

某 个 报亭 主 想 要 确定 每 天 早晨 必须 上 货 的 US4 Now 报纸 的 数量 . 该 报 享 主 付 
30 美 分 进 一 份 报纸 , 然后 以 75 美 分 一 份 卖 出 . 报纸 的 销售 通常 在 早上 7:00 到 8:00 
之 间 , 晚上 剩 下 的 报纸 只 能 按 5 美 分 一 份 回收 . 假定 每 天 的 需求 如 下 , 该 报亭 主 每 
天 早晨 该 进 多 少 份 报纸 呢 ? 

(1) 服从 平均 值 300 份 , 标准 差 20 份 的 正 态 分 布 . 

(2) f(D) 为 离散 的 概率 密度 函数 , 定义 如 下 : 


D 200 220 300 320 340 
f(D) 0.1 0.2 0.4 0.2 0.1 
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ix el BLA E CE B f s SCARE A SR TU EFI. 问题 的 数据 表明 , 对 每 份 没有 卖 
出 的 报纸 , 报亭 主要 损失 30 — 5 = 25 美 分 , (EXE LE RUPEE ERU REA RIS REL 
用 为 75 - 30 = 45 美 分 . 这 样 , 按照 库存 问题 的 参数 , RIA h= 每 份 每 天 25 美 
分 , p = 每 份 每 天 45 美 分 . 

首先 , 我 们 确定 临界 比 为 


P _ 40 —— 
p+h 45425 


情形 1 需求 D 是 N(300,20). 可 以 使 用 excelStatTables.xls 来 计算 最 优 订货 量 ， 
在 F15 中 输入 300, 在 G15 中 输入 20, 在 L15 中 输入 0.643, 就 能 在 单元 格 R15 得 
到 所 需要 的 答案 307.33 份 报纸 . 也 可 以 使 用 附录 B 的 标准 正 态 表 查 出 该 值 . 定义 


,. D-300 
^ 20 


0.643 


然后 从 表 中 查 
P(z < 0.366) = 0.643 


或 


y* — 300 
L—— —C— = 0.366 
20 . 0.3 


因此 , y* = 307.3. 最 优 订货 量 大 约 为 308 £5. 
情形 2 需求 D 服从 某 离散 概率 密度 函数 (D). 首先 确定 离散 分 布 函 数 P{D < y}) 
为 


y 200 220 300 320 340 
P{D <y} 0.1 0.3 0.7 0.9 1.0 


对 计算 得 到 的 临界 比 0.643, 我 们 有 
P(D « 220) « 0.643 « P(D « 300) 
只 能 得 到 y* = 300 £1. 


习题 15.2A 
1. 对 于 单 周期 模型 , 证 明 离散 型 需求 的 最 优 订 货 量 可 以 从 下 式 求 出 : 


p * 
&y'—-1)€ — < < 
P(D«y -1) «Ta < PD Ss) 


2. 某 种 货品 在 单个 周期 间 的 需求 在 该 周期 开始 瞬间 出 现 , 相应 的 概率 密度 函数 服从 10~15 个 
单位 的 均匀 分 布 . 由 于 很 难 估计 费用 参数 , 订货 量 的 确定 要 使 得 出 现 剩余 或 短缺 的 概率 不 
超过 0.1. 能 同时 满足 这 两 个 条 件 吗 ? 


986 


*3. 


心 


*6. 
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某 单 周期 库存 问题 中 单位 储存 费用 为 $1. 假如 订货 量 是 4 件 , 找 出 最 优 性 条 件 要 求 的 单位 
惩罚 费用 的 允许 范围 . 假设 需求 在 周期 开始 时 瞬时 出 现 , 并 且 需 求 的 概率 密度 函数 如 下 表 
Bi. 


一 一 一-  _  _ 
D 0 1 2 3 4 5 6 7 8 


f(D) 0.05 0.1 0.1 0.2 0.25 0.15 0.05 0.05 0.05 


某 大 学 书店 为 教授 们 提供 课堂 教 烤 复印 业务 . Yataha 教授 教 大 学 一 年 级 的 课程 , 听课 学 生 


数 服 从 200~250 名 的 均匀 分 布 . 书店 复印 一 份 教材 的 成 本 为 810, 并 以 $25 一 份 的 价格 卖 
给 学 生 . 学 生 们 只 在 学 期 开始 时 购买 这 些 教材 , 如 果 卖 不 完 就 只 能 回收 . 同时 , 一 旦 书店 全 
ft, 就 不 能 再 多 复印 了 , 学 生 们 只 能 到 其 他 地 方 去 买 . 假如 书店 想 要 获得 最 大 的 利润 , 它 应 
该 印 多 少 份 教材 呢 ? 


© QuickStop 便利 店 每 天 早晨 6 点 钟 为 顾客 供应 咖啡 和 多 那 图 (一 种 油 炸 圈 饼 )、 该 便利 店 以 


7 美 分 / 张 的 价格 购 进 多 那 图 , 并 在 早晨 8 点 前 以 25 美 分 / 张 卖 给 顾客 . 过 了 8 点 钟 后 , 这 
些 多 那 图 只 能 卖 5 美 分 / 张 . 在 6 点 到 8 点 之 间 购 买 多 那 图 的 顾客 人 数 为 30~50 人 的 均 
51215. 每 位 顾客 通常 买 3 个 多 那 圈 加 一 份 咖 啡 . 要 获得 最 大 利润 , QuickStop 便利 店 每 天 
早晨 大 约 要 备 多 少 打 (每 打 12 张 ) SRAWE? 

Colony 商场 正在 进 一 批 大 衣 , 准备 冬季 来 临时 销售 . Colony 商场 花 $50 买 一 件 大 衣 , 以 
$110 一 件 卖 出 . 当 冬 季 结 束 时 , Colony 以 $55 一 件 促销 这 些 大 衣 . 冬季 期 间 对 该 大 衣 的 
需求 量 为 20 件 以 上 , 但 不 超过 30 fF, 为 等 概率 的 . 由 于 冬季 不 长 , 单位 储存 费用 可 忽略 不 
计 . 另外 ,Colony 的 经 理 认为 短缺 并 不 会 导致 任何 惩罚 性 费用 . 请 确定 最 优 订货 量 , 使 得 
该 商场 的 收益 达到 最 大 . 可 以 采用 连续 的 近似 方法 . 


对 于 单 周期 模型 , 假设 货品 的 消费 在 周期 期 间 是 均匀 分 布 的 (而 不 是 在 周期 开始 时 瞬时 出 


JR). 建立 相应 的 费用 模型 , 并 求 出 最 优 订货 量 . 


“ 求解 例 15.2-1, 假定 周期 期 间 的 需求 是 连续 的 和 均匀 的 , 且 需 求 的 概率 密度 函数 在 0~100 


是 均匀 的 (提示 : 利用 第 7 题 的 结果 ). 


15.2.2 ” 带 有 订货 费 的 模型 (s-S 策略 ) 


本 节 模 型 和 15.2.1 节 模 型 的 区 别 是 带 有 一 项 订货 费用 K. 用 同样 的 符号 , 每 周 


期 的 总 期 望 费用 为 


E(C(y)) ^ K + E(C(y)) 
-k«a[ "à - Df(D4D +p | "(D - y)f(DaD 
0 y 


如 15.2.1 节 所 推导 的 , 最 优 值 y* 必须 满足 


* p 
ts) 了 十 万 


因为 K 是 常数 , E(C(y)) 的 最 小 值 也 必 在 y 取得 . 
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在 图 15.5 H, S = y*, 并 且 s(< S) 的 值 由 以 下 方程 求 出 : 
E{C(s)} = E(C(S)) = K -E(C(S)),s «S 


该 方程 产生 另外 一 个 值 s1(> S), 这 个 值 我 们 没有 用 . 


图 15.5 带 有 订货 费 的 单 周期 库存 模型 中 的 (3-5) 最 优 订货 策略 


如 果 订 货 之 前 的 现 有 存量 为 > 件 , 那么 应 该 订货 多 少 件 呢 ? 我 们 针对 下 面 3 个 
条 件 对 这 个 问题 进行 研究 : 
(I)z<s (2s5€z«S (3)2»25S 
情形 1 (z<s) 因为 已 经 有 r 件 存量 , 等 价 费用 由 E{C(z)} 给 出 . 如 果 另 外 订货 
y- (y > c), 则 按照 y, 相应 的 费用 就 是 E(C(y)), 其 中 包括 订货 费用 K. 由 图 
15.5, 我 们 有 
min E(C(y)) = E(C(S)) < E(C(z)) 


因此 , 这 一 情形 下 的 最 优 订 货 量 为 S — z 件 . 
情形 2 (ss<z<S) 由 图 15.5, 我 们 有 


| E(C(2) < minE{T(y)} = E(C(S)) 


因此 , 这 一 情形 下 的 订货 是 不 利 的 , 故 y* = z. 
情形 3 (z>S) 由 图 15.5, 对 y > z 我 们 有 


E(C(z)) < E(C(y)) 


这 个 条 件 表示 这 一 情形 下 的 订货 是 不 利 的 , 即 y* = r. 
最 优 库存 策略 , 通常 也 称 为 s-S 策略 , 归纳 如 下 : 
如 果 z < s， 则 订货 5 - z; 
如 果 z > s， 则 不 订货 . 
由 于 相应 的 费用 函数 为 凸 , s-5 策略 的 最 优 性 是 有 保证 的 . 
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例 15.2-2 

在 一 单 周期 内 某 种 货品 的 日 需求 在 周期 开始 时 瞬时 出 现 ， 需求 的 概率 密度 函数 
为 0~10 个 单位 的 均匀 分 布 . 周期 内 货品 的 单位 储存 费用 为 $0.50, 用 完 库 存 的 单位 
EAHA $4.50. 每 次 订货 要 支付 一 笔 圈定 的 订货 费 825. 请 确定 该 货品 的 最 优 
库存 量 . 


ARH y", 考虑 
P -45 _09 
p+h 45+05 ` 
以 及 y 
* 1 y* 
P{D<y Hi DE = 1g 
Bb, S= y* =9. . 
期 望 费 用 函数 由 下 式 给 出 : 
1 10 1 
E(C(y)) =05 | 19 — D)dD + 45| wP - y)dD 
Yy 
=0.25y? — 4.5y + 22.5 
为 得 到 s, 解 
E(C(s)) = K + E(C(S)) 
从 而 得 到 


0.255? — 4.5s + 22.5 = 25 + 0.258? — 4.5S + 22.5 
HF S = 9, 上 述 方程 化 简 为 
s3? — 18s-19=0 
得 到 这 一 方程 的 解 为 s = -1 或 s= 19, &2: s > S 的 值 . 因为 剩 下 的 值 是 负 


的 (= —1), s 没有 可 行 值 (图 15.6). 当 费 用 函数 是 “扁平 的 ”, 或 者 当 与 模型 其 他 费 
用 相 比 订货 费 非常 商 的 时 候 , 通常 就 会 出 现 这 样 的 结论 . 


156 ”应 用 于 例 15.2-2 的 s-S 策略 
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习题 15.2B 


*1. 求 例 15.2-2 的 最 优 库存 策略 , 假设 订货 费 是 $5. 
2. 在 15.2.1 节 的 单 周 期 模型 中 , 假设 模型 是 求 最 大 利润 , 而 且 出 现 订货 费 K， 给 定 > 为 单 
位 销售 价格 , 利用 15.2.1 节 中 的 信息 建立 期 望 利润 的 表达 式 , 并 求 出 最 优 订货 量 ， 对 于 
r = $3, c = $2, p = $4, h = $1, K = $10, 用 数值 方法 求解 该 问题 . 需求 的 概率 密度 函数 
服从 010 的 均匀 分 布 . 
3. 求解 习题 15.2A 的 第 5 题 , 假定 每 次 多 那 图 供 货 收取 $10 的 固定 费用 . 
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本 节 介 绍 一 种 在 没有 订货 费 假 定 下 的 多 周期 模型 . 此 外 , 该 模型 还 允许 需求 的 
积压 (backlog), 并 没有 供 货 延 迟 . 模型 进一步 假设 , 任何 周期 的 需求 D. 由 一 平稳 的 
概率 密度 函数 f(D) 描述 . 

多 周期 模型 考虑 货币 的 折扣 值 . 如 果 a(< 1) 是 每 周期 的 折扣 系数 , 则 从 现在 
开始 的 n 个 周期 的 一 个 货币 量 $A 有 现 值 So A. 

设 该 库存 问题 包含 n 个 周期 , 未 满足 的 需求 只 能 往 后 积压 一 个 周期 . 定义 

Fi(zi)- 周期 iie 1,… ,n 的 最 大 期 望 利润 , 其 中 z; 是 周期 i 订货 之 前 的 
存货 量 . 

利用 15.2 节 的 符号 , 并 假定 c 和 7 分 别 为 单位 费用 和 收益 , 下 面 建立 该 库存 问 

题 的 动态 规划 模型 ( 见 第 22 章 ): 


RD= max { -cw = 2) + [ FrP-aw-DIDidD 
t [ Iry: t+ or(D — y) - »(D — y)]f(D)daD 
Yi 
taf Fi+ı (yi — DyfGyp |i = 1,2,- O9" 
0 


其 中 Fn4i(yn 一 D) = 0. 由 于 未 满足 的 需求 被 积压 , 所 以 z; 的 值 可 能 小 于 零 . 第 2 
个 积分 中 包含 量 ar(D — yi), 这 是 因为 (D — y) 是 周期 i 未 能 满足 的 需求 , 必须 在 
周期 i 十 1 中 补 货 . 

可 以 用 递归 方法 求解 该 问题 . 对 于 周期 数 是 无 穷 的 情形 , 递归 公式 化 简 成 


F(z)- max d —c(y- rz) [ [rD — (y — D) f(D)aD 
y2c 0 
+| fy +ar(D - y) - 00 - M O)aD 
Y 


+a L F(y — D) f(D)apD) 
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其 中 > 和 y 分 别 为 收 货 前 后 每 个 周期 的 库存 水 平 . 
y 的 最 优 值 可 根据 下 列 必要 条 件 求 得 , 因为 期 望 收益 函数 F(z) 是 止 的， 该 条 
件 也 是 充分 条 件 . 


90 |. al" -a)r 4 plf(D)dD 
一 <- 一 2i f(D)dD + | [(1 -a)r + p|f(D)a 
™ ƏF(y — D) - 
tafi ay /DD = 


PEOD) 值 的 计算 如 下 . 若 在 下 一 个 周期 开始 还 有 存货 6(> 0), 下 一 周期 的 利润 将 
会 增加 c6, 因为 如 此 , 订货 量 要 少 得 多 , 这 意味 着 
Fly- D); 
y 
因此 必要 条 件 变 成 


-e-h [ f(D)aD + (1 -a)r + pj ( - r fap) " acf” f(D4D =0 


最 优 库存 水 平 y* 可 由 下 式 求 出 : 


pt (1-o)(r - c) 


| 1(D)dD = pthct(1—o) 


给 定 库存 水 平 r, 则 每 个 周期 的 最 优 库存 策略 为 : 
WRrcy, 则 订货 yr -z mr»y, 则 不 订货 . 
习题 15.3A 


1. 考虑 一 个 两 周期 随机 库存 模型 , 其 中 需求 被 积压 , 供 货 延 迟 为 0. 每 个 周期 的 需求 概率 密度 
函数 是 0 到 10 之 间 均 匀 的 , 各 费用 参数 为 : 


单位 销售 价格 =$2 ”每 月 单位 储存 费用 —90.10 
单位 采购 价格 =$1 ”每 月 缺 货 单位 乱 罚 费用 —93 
折扣 系数 =0.8 
假定 周期 1 的 初始 库存 为 零 , 求 出 这 两 个 阶段 的 最 优 库存 策略 . 
*2. 在 无 限 长 时 间 期 间 的 库存 模型 中 , 每 周期 需求 的 概率 密度 函数 为 


f(D) =0.08D,0< D«5 


单位 费用 参数 有 
单位 销售 价格 =$10 每 月 单位 储存 费用 —91 
单位 采购 价格 =$8 每 月 缺 货 单 位 惩罚 费用 —910 
折扣 系数 —0.9 
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假定 没有 供 货 延迟 且 未 满足 的 需求 可 积压 , 求 最 优 库存 策略 . 
3. 考虑 无 限 长 时 间 期 间 零 延 迟 及 积压 需求 的 库存 问题 . 根据 费用 极 小 化 求 出 最 优 库存 策略 . 假 
定 


z 个 单位 的 储存 费 = hz? zz 个 单位 的 缺 货 和 无 罚 费 用 = pz? 
对 于 h =p 的 特殊 情况 , 说 明 最 优 解 与 需求 的 概率 密度 函数 无 关 . 
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第 16 章 仿真 模型 


本 章 导 读 仿真 是 用 来 检测 实际 系统 的 又 一 种 非常 好 的 工具 , 它 通过 对 一 个 系 
统 中 随机 行为 的 计算 机 模拟 来 估计 这 个 系统 的 性 能 度量 . 基本 上 , 仿真 都 是 把 一 种 
运行 状况 看 作 是 一 个 服务 设备 上 的 等 待 线 . 通过 实际 跟踪 顾客 在 服务 设备 中 的 移 
动 , 就 可 以 收集 到 一 些 相关 的 统计 信息 (例如 , 等 待 时 间 和 队列 长 度 ). 仿真 工作 首 
先 要 建立 可 以 用 来 收集 所 需 数据 的 计算 机 模型 .目前 已 经 有 一 些 计 算 机 语言 可 用 
于 处 理 这 些 繁琐 的 计算 工作 . 

将 模型 运行 一 个 任意 的 时 间 周期 , 然后 把 得 到 的 结果 看 作 是 完全 真实 的 , 这 是 
仿真 中 常见 的 误区 . 事实 上 , 仿真 的 结果 是 随 着 程序 运行 的 时 间 而 改变 的 (有 时 改 
变 是 非常 彻底 的 ). 因此 , 仿真 模型 用 于 处 理 这 样 的 统计 实验 , 它 的 输出 结果 需要 用 
适当 的 统计 检验 来 解释 . 在 学 习 本 章 的 过 程 中 , 请 特别 关注 仿真 实验 中 的 某 些 特性 ， 
包括 : (1) 在 各 种 概率 分 布 的 抽样 中 , 介 于 (0,1) 之 间 的 随机 数 的 重要 作用 ; (2) 用 于 
收集 观测 资料 来 满足 真实 统计 实验 的 基础 假设 的 一 些 特殊 方法 . 

学 习 本 章 之 前 , 需要 了 解 一 些 基本 的 概率 论 和 统计 学 的 知识 . 另外 排队 论 的 知 
识 对 本 章 的 学 习 也 有 很 大 帮助 . 

本 章 包括 10 个 例题 、2 个 Excel 模板 和 44 个 节 后 习题 . AMPL /Excel/Solver 
/TORA 程序 放 在 文件 夹 ch16Files 中 . 


16.1 ”蒙特 卡 罗 仿 真 


蒙特 卡 罗 (Monte Carlo) 方法 是 仿真 中 最 常用 的 方法 , 这 种 方法 根据 随机 抽样 
来 估计 模型 中 一 些 随机 的 和 确定 的 参数 . 蒙特 卡 罗 方法 应 用 的 实例 很 多 , 包括 计算 
多 重 积分 、 估计 常数 n (= 3.14159), 以 及 求 矩 阵 的 道 . 

本 节 将 使 用 一 个 例题 来 说 明 蒙特 卡 罗 方 法 . 这 个 例题 用 于 强调 仿真 实验 中 的 
统计 人 性质. 
例 16.1-1 

利用 蒙特 卡 罗 抽样 来 估计 由 下 面 式 子 定义 的 圆 的 面积 : 


(z — 1)? + (y — 2? — 25 
圆 的 半径 是 > = 5 cm, 圆心 是 (z,y) = (1,2). 


在 估计 这 个 圆 的 面积 之 前 , 首先 将 圆 放 在 一 个 边 长 恰好 等 于 圆 直 径 的 正方 形 
内 , 如 图 16.1 所 示 . 这 个 正方 形 的 顶点 坐标 也 可 以 计算 出 来 . 
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估计 圆 面积 需要 假定 正方 形 内 部 所 有 的 点 都 是 等 (A, 7) (6, 7) 
可 能 出 现 的 . 下 面 从 正方 形 内 随机 取 n 个 点 , 如 果 其 
中 mm 个 落 在 圆 内 , 那么 4 Y 


( 圆 面积 的 估计 ) S 元 (正方 形 的 面积 ) - T (10 x 10) 


为 了 保证 正方 形 内 的 所 有 点 出 现 的 概率 相等 , 我 h , 
们 用 下 面 的 均匀 分 布 来 表示 正方 形 内 一 个 点 的 > 坐标 


和 y 坐标 (-4, -3) (6, -3) 
1 161 ”使 用 蒙特 卡 罗 方 法 
= —, —4<[r<6 
f(z) = 9 z 估计 圆 的 面积 


1 


根据 分 布 file) 和 falu) 得 到 的 样本 点 (x, y) 可 以 保证 正方 形 内 所 有 的 点 可 以 被 等 
可 能 地 选中 . 

利用 区 间 (0, 1) 上 的 独立 均匀 分 布 随机 数 来 确定 样本 点 (m, y). R 16.1 提供 了 
一 个 本 例题 计算 所 用 到 的 随机 数 清单 . 根据 仿真 的 目的 , 可 以 采用 特殊 的 算术 运算 
来 生成 所 需要 的 0-1 随机 数 , 16.4 节 将 详细 介绍 . 


表 16.1 一 个 简单 的 0-1 随机 数 表 
0.058 9 0.352 9 0.586 9 0.345 5 0.790 0 0.630 7 
0.673 3 0.364 6 0.128 1 0.487 1 0.769 8 0.234 6 
0.479 9 0.767 6 0.286 7 0.811 1 0.287 1 0.422 0 
0.948 6 0.893 1 0.821 6 0.891 2 0.953 4 0.699 1 
0.613 9 0.391 9 0.826 1 0.429 1 0.139 4 0.974 5 
0.593 3 0.787 6 0.386 6 0.230 2 0.902 5 0.342 8 
0.934 1 0.519 9 0.712 5 0.595 4 0.160 5 0.603 7 
0.178 2 0.635 8 0.210 8 0.542 3 0.356 7 0.256 9 
0.347 3 0.747 2 0.357 5 0.420 8 0.307 0 0.054 6 
0.564 4 0.895 4 0.292 6 0.697 5 0.551 3 0.030 5 


给 出 一 对 0-1 随机 数 Rl 和 Ro, 那么 图 16.1 正方 形 中 的 一 个 随机 点 (x, y) 的 
坐标 可 以 表示 为 ; 
z--4-4 [6 — (-4]]u = -4 + 10Rı 
y =-—3 + [7 — (—-3)]R2 = —3 + 10 R2 
为 说 明 该 方法 的 使 用 , 考虑 R = 0.058 9 和 Rz = 0.673 3, 那么 
z——4-10R, = —4 + 10 x 0.058 9 = —3.411 
y =—3 + 10R, = —3 + 10 x 0.673 3 = 3.733 
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这 个 点 落 在 圆 内 , 因为 
(—3.411 — 1)? + (3.733 — 2)? = 22.46 < 25 


重复 上 面 的 过 程 n 次 , 记录 下 落 在 圆 内 的 点 的 数目 是 m, 那么 可 以 估计 出 圆 的 面积 
为 wm. 
评注 为 了 增强 贺 面 积 估计 的 可 靠 性 , 我 们 采用 在 一 般 统计 实验 中 所 使 用 的 方法 ; 

() 增 大 样本 数量 。。 (2) 采用 重复 实验 的 方法 . 

在 例题 16.1-1 的 讨论 中 出 现 了 两 个 有 关 仿 真实 验 的 问题 : 

(1) 样本 数量 n 应 该 选择 多 大 ? BU n 应 该 取 多 少 ? 

(2) 实验 需要 重复 多 少 次 ? 即 N 应 该 取 多 少 ? 
在 统计 理论 中 存在 关于 如 何 确定 n 和 N 的 一 些 公式 , 它们 依赖 于 具体 仿真 实验 的 
性 质 和 所 需要 的 置信 水 平 . 然而 , 对 于 任何 的 统计 实验 , 有 一 条 黄金 准则 , BRE n 
和 N 的 取信 越 大 , 仿真 的 结果 就 会 越 可 靠 . 最 后 , 样本 数量 的 大 小 也 取决 于 进行 仿 
真实 验 的 相关 费用 的 大 小 . 一 般 来 说 , 如 果 选 择 的 样本 数量 可 以 得 到 一 个 相对 较 小 
的 标准 差 , 那么 这 个 样本 数量 就 是 足够 的 . 

由 于 实验 输出 中 的 随机 性 , 因此 有 必要 将 结果 表示 为 一 个 置信 区 间 . 引入 ZUR 
s 分 别 表示 N 次 重复 实验 的 均值 和 方差 , 那么 对 于 置信 水 平 a, 真实 的 面积 4 的 
置信 区 间 是 : 

A- 


Jie X«A«A yin 

给 定 了 置信 水 平 a 和 自由 度 N — 1, 那么 根据 t 分 布 表 可 以 确定 参数 ts,N-1( 参 见 
附录 B 的 + 表 或 者 使 用 excelStatTables.xls). 要 注意 的 是 , N 表示 重复 实验 的 次 数 ， 
它 与 样本 数量 的 大 小 n 不同 . 


Excel 程序 

由 于 例题 16.1-1 中 相应 于 每 一 次 实验 的 计算 量 比较 大 , 我 们 使 用 Excel 模板 
ExcelCircle.xls( 包 含 VBA 宏 ) 来 测试 样本 数量 和 实验 次 数 对 于 面积 估计 的 准确 度 
的 影响 . 输入 的 数据 包括 圆 的 半径 、 圆 心 (cz, cy)、 样 本 数量 n, 以 及 重复 实验 的 次 
数 N. 在 单元 格 DA 中 的 输入 Steps 说 明 在 同一 次 执行 中 允许 使 用 多 个 样本 量 . 例 
如 , 34 n = 30 000, Steps= 3, BURR EA ANT v n = 30 000, 60 000, 90 000 
的 计算 结果 . 每 点 击 一 次 命令 按钮 PO 就 会 得 到 一 个 新 
的 面积 估计 , 这 是 因为 每 次 Excel 将 更 新 随机 生成 的 数 用 于 一 次 新 的 计算 . 

图 16.2 给 出 了 对 于 5 次 重复 实验 和 样本 空间 大 小 分 别 是 30 000, 60 000, 
90 000 时 的 输出 结果 . 精确 的 面积 是 78.54 cm?, 对 于 3 个 不 同 的 样本 量 , 采用 
蒙特 卡 罗 方 法 得 到 的 面积 的 平均 估计 是 从 A = 78.533 到 A = 78.490 cm?. 我 们 还 
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注意 到 标准 差 从 n = 30 000 时 的 s = 0.308 减 小 到 n = 90 000 时 的 s = 0.191, 可 
以 得 出 随 着 样本 量 的 增 大 , 解 的 精确 度 也 会 提高 . 


| 
Monte Cario Estimetion of the Area of a Circle j 


ea — à 1, 78533 78543  — 78490 
| 20|Std Deviation = — 0308 0225  — 0191 


35% lower conf timt= — — 78151 76263; 78253 
| 23 195% upper conf limit = 78 915 78823. 78727 


图 16.2 ”估计 圆 面积 的 蒙特 卡 罗 方 法 的 Excel 输出 (文件 excelCircle.xls) 


通过 这 个 实验 , 我 们 感 兴趣 的 是 根据 最 大 的 样本 量 输入 (例如 n = 90 000) 得 
到 置信 区 间 . 给 定 N = 5, A = 78.490 cm?, s = 0.191, to.025.4 = 2.776, 那么 可 以 到 
9596 的 置信 区 间 是 78.25 < A < 78.73. 一 般 而 言 , 为 保证 置信 区 间 估 计 的 准确 度 ， 
N 的 取 值 至 少 应 为 5. 


习题 16.1A 


1. 在 例题 16.1-1 rh, 使 用 表 16.1 中 前 两 列 的 (0,1) 随机 数 来 估计 圆 的 面积 . (为 简便 起 见 , 依 
次 选择 R 然后 选择 RI) 最 后 再 将 这 个 估计 与 图 16.2 给 出 的 估计 进行 比较 , 有 何 异 同 ? 
2. 假定 一 个 圆 的 方程 是 
(z — 3? 4- (y - 2)? = 16 
(a) 首先 定义 出 相应 的 分 布 f(z) 和 f (y), 然后 说 明 如 何 根据 (0, 1) 上 的 随机 数 对 (Ri, Ra), 
来 确定 一 个 样本 点 (z, y). 
(b) 给 定 n = 100 000 和 N = 10, 使 用 ExcelCircle.xls 来 估计 加 的 面积 和 相应 95% 的 
置信 区 间 . 
3. 利用 蒙特 卡 罗 抽 样 方 法 来 估计 图 16.3 给 出 的 湖面 的 面积 . 使 用 表 16.1 中 前 两 列 的 (0, 1) 
随机 数 . 
4. 下 面 考虑 Jan 和 Jim 两 个 人 掷 硬币 的 游戏 , 假设 硬币 是 均匀 的 . 如 果 结 果 是 正面 朝 上 , W 
4 Jan 给 Jim $10, 否则 , Jim 给 Jan $10. 
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16.3 16.1A 第 3 题 中 的 湖面 地 图 


*(a) 如 何 将 这 个 游戏 模拟 为 一 个 蒙特 卡 罗 实 验 ? 
(b) 每 次 实验 掷 10 次 , 重复 5 次 实验 . 使 用 表 16.1 中 前 5 列 的 (0, 1) 随机 数 , 每 一 列 对 
应 一 次 重复 实验 . 
(c) 确定 Jan 获胜 的 95% WEA IRI. 
(d) 比较 (c) 中 得 到 的 置信 区 间 与 Jan 理论 上 赢 的 期 望 . 


1 
| z^dz 
0 

(a) 利用 蒙特 卡 罗 方 法 来 估计 这 个 积分 的 值 . 


(b) 使 用 表 16.1 中 前 4 列 的 值 来 估计 这 个 积分 , 其 中 每 次 实验 的 样本 数量 为 5, 重复 4 
次 实验 . 计算 出 95% 的 置信 区 间 , 并 将 这 个 值 与 积分 的 精确 值 进 行 比较 . 


. 考虑 下 面 的 定 积分 : 


. SEF FIBI BEECT QR, 模拟 出 5 KARER: 玩家 掷 两 枚 均匀 般 子 , 如 果 得 到 的 数 的 和 


是 7 或 者 11, 那么 这 个 玩家 将 得 到 $10; 否则 , 玩家 要 记录 下 来 这 次 掷 出 的 和 (点 数 ), 然后 
AARET, 直到 抑 出 的 点 数 与 记录 下 来 的 点 数 一 致 , 这 种 情况 下 玩家 得 到 $10. 如 果 在 这 
个 过 程 中 , 首先 得 到 了 7, 那么 玩家 将 输 掉 $10. 


。 接 到 订单 后 的 提前 时 间 可 以 是 1 天 或 者 2 天 , 而 且 两 种 情况 是 等 概率 的 . 每 天 的 需求 分 别 


依 概率 0.2, 0.7, 0.1 取 值 为 0, 1, 2. 使 用 表 16.1 中 的 随机 数 (从 第 1 列 开始 ) 来 估计 和 需求 
和 提前 时 间 的 联合 分 布 . 从 这 个 联合 分 布 , 来 估计 在 提前 时 间 内 需求 的 概率 分 布 函数 .( 提 
i: 假定 在 提前 时 间 内 需求 取 0~4 的 离散 值 .) 


. 考虑 萍 丰 (Buffon) 投 针 问 题 的 实验 . 平面 上 有 多 条 平行 线 , 相 邻 两 条 平行 线 相距 D cm, 


一 根 长 度 为 d cm(d < D) 的 针 随机 地 投放 到 平面 上 . 实验 的 目标 是 确定 这 根 针 不 接触 以 
及 不 与 这 些 平 行 线 相交 的 概率 . 定义 


h — 从 针 的 中 心 到 平行 线 的 垂直 距离 
6 三 针 相 对 于 平行 线 的 倾斜 角度 


(a) 证 明 针 接触 或 者 穿 过 一 条 线 仅 当 


h< 2 sin6, o<a< 7, 0x0z£m 
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(b) 设计 蒙特 卡 罗 实验 , 并 且 给 出 概率 的 估计 . 
(c) 使 用 Excel 来 得 到 概率 的 估计 , 每 次 实验 10 个 样本 , 重复 4 次 ， 确定 这 个 估计 的 
9596 置信 区 间 . 假定 D = 20 cm 和 d = 10 cm. 
(d) 证 明 : 可 以 通过 下 面 的 式 子 得 到 理论 上 的 概率 
o d 
P= RD 
(e) 利用 (c) 的 结果 和 (d) 的 式 子 来 估计 x. 


16.2 ”仿真 的 类 型 


如 今 仿真 的 执行 过 程 绝 大 多 数 是 基于 蒙特 卡 罗 方 法 的 抽样 思想 . 所 不 同 的 是 它 
把 实际 系统 的 行为 作为 一 个 时 间 的 函数 . 存在 着 两 种 不 同 的 仿真 模型 . 

(1) 连续 模型 ”处 理 行为 随 着 时 间 连 续 变化 的 系统 . 这 些 模型 通常 采用 差分 - 
微分 方程 来 描述 系统 中 不 同 元 素 之 间 的 相互 作用 . 一 个 典型 的 例子 就 是 研究 世界 
人 口 的 动态 变化 . 

(2) 离散 模型 ”主要 是 处 理 排队 问题 , 目标 是 确定 像 平均 等 待 时 间 和 队列 长 度 
这 样 的 一 些 指标 , 并 且 只 有 当 一 个 客户 进入 或 者 离开 系统 时 , 这 些 指 标 才 会 发 生变 
化 . 这 种 事件 的 变化 只 是 在 一 些 特殊 的 时 间 点 上 发 生 (例如 一 个 顾客 到 达 或 者 离开 
的 时 刻 ), 因此 对 这 种 模型 取 名 为 离散 事件 仿真 (discrete event simulation). 

本 章 给 出 了 离散 事件 仿真 的 基础 知识 , 包括 仿真 模型 的 组 成 部 分 、 仿 真 统计 的 
收集 和 模拟 实验 统计 方面 的 性 质 ， 本 章 还 强调 了 计算 机 和 仿真 语言 在 执行 仿真 模 
型 中 的 作用 . 


习题 16.2A 


1. 将 下 列 情形 进行 分 类 , 或 者 是 离散 型 或 者 是 连续 型 (或 者 是 两 者 的 组 合 ). 在 每 一 个 案例 中 ， 
指出 建立 仿真 模型 的 目标 . 
*(a) 订单 随机 到 达 一 个 仓库 . 但 是 订单 不 能 立即 从 现 有 库存 中 得 到 满足 , 必须 等 待 新 货 到 
达 . 
(b) 世界 人 口 正 在 受到 自然 资源 的 可 用 量 、 粮 食 生 产 、 环 境 条 件 、 教 育 水 平 、 医 疗 保健 和 
资本 投资 的 影响 . 
(c) 货物 放 在 一 个 自动 化 仓库 接收 间 的 托盘 上 . 将 托盘 放 在 一 个 较 低 的 传送 带 上 , 并 通过 
电梯 将 托盘 提升 到 一 个 较 高 的 传送 带 上 , 最 后 把 托盘 传输 到 走廊 , 通过 行走 式 起 重 机 ， 
从 传送 带 上 拿 起 托盘 , 放 进 储存 箱 . 
2. 解释 你 为 什么 会 同意 或 不 同意 下 面 的 说 法 :“ 大 多 数 的 高 散 事 件 模型 都 可 以 描述 为 某 种 形式 
的 排队 系统 , 其 中 这 个 系统 包括 产生 客户 的 源 点 、 顾客 需要 等 候 的 队列 , 以 及 为 顾客 提供 服 
务 的 设备 ”. 
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16.3 ”离散 事件 仿真 的 要 素 


本 节 介 绍 事件 仿真 的 概念 , 并 且说 明 仿真 系统 的 统计 数据 是 如 何 收集 的 . 
16.3.1 ”事件 的 一 般 定义 


所 有 的 离散 事件 仿真 都 直接 或 者 间接 地 描述 了 一 个 排队 系统 , 其 中 包括 顾客 到 
达 、 在 队列 中 等 待 (如 果 需 要 的 话 ), 以 及 得 到 服务 , 最 后 离开 系统 . 一 般 地 , 任何 一 
个 离散 事件 模型 都 由 一 个 相关 的 队列 的 网 络 组 成 . 

鉴于 离散 事件 模型 实际 上 都 是 一 些 队列 系统 的 合成 , 那么 只 有 在 顾客 到 达 或 者 
离开 设备 时 , 才 进 行 仿真 统计 量 (例如 , 队长 和 服务 设备 的 状态 ) 的 收集 . 这 就 意味 
着 有 两 个 重要 的 事件 控制 着 仿真 模型 : 到 达 和 离开 . 也 就 是 在 这 两 个 时 刻 我 们 需要 
去 检查 系统 , 而 在 其 他 时 刻 没有 影响 系统 统计 信息 的 变化 发 生 . 
例 16.3-1 

Metalco 加 工 车 间接 到 了 加 工 两 种 类 型 的 工件 : 常规 的 和 紧急 的 . 所 有 的 工作 
都 要 在 两 台 衔接 的 机 器 上 加 工 , 两 台 机 器 之 间 的 缓冲 区 足够 长 . 总 是 假定 紧急 的 工 
件 比 常规 的 工件 有 非 抢占 的 优先 加 工 的 权利 . 确定 这 个 过 程 中 的 事件 . 

这 个 过 程 中 包含 了 两 个 前 后 相连 的 队列 , 分 别 对 应 两 台 机 器 . 首先 , 一 般 会 倾 
向 于 确定 这 个 过 程 中 的 下 列 事件 : 

All: 一 个 常规 的 工件 到 达 第 一 台 机 器 

A21: 一 个 紧急 的 工件 到 达 第 一 台 机 器 

D11: 一 个 常规 的 工件 离开 第 一 台 机 器 

D21: 一 个 紧急 的 工件 离开 第 一 台 机 器 

A12: 一 个 常规 的 工件 到 达 第 二 台 机 器 

A22: 一 个 紧急 的 工件 到 达 第 二 人 台 机 器 

D12: 一 个 常规 的 工件 离开 第 二 台 机 器 

D22: 一 个 紧急 的 工件 离开 第 二 人 台 机 器 

而 实际 上 , 我 们 只 要 考虑 两 个 事件 : 一 个 新 的 工件 到 达 车 间 和 一 个 加 工 完毕 的 
工件 离开 机 器 . 首先 注意 到 事件 D11 和 A12 实际 上 是 同一 个 事件 , 同样 , 事件 D21 
和 A22 也 一 样 . 再 者 , 在 离散 仿真 中 , 可 以 用 同一 个 事件 (到 达 或 者 离开 ) 来 描述 
两 种 类 型 的 工件 , 然后 将 这 个 事件 标记 一 个 属性 (attribute) 来 表示 这 个 工件 的 类 
型 是 常规 的 或 者 紧急 的 . (可 以 将 这 种 情形 下 的 这 个 属性 看 作 一 个 个 人 身份 证 号 码 ， 
而 实际 上 也 是 这 么 回 事 .) 根据 上 面 的 解释 , 这 个 模型 中 的 事件 就 可 以 简化 为 两 个 ， 
(1) 一 个 到 达 事 件 A( 到 达 车 间 ); (2) 一 个 离开 事件 D( 从 机 器 上 离开 }. 与 离开 事件 
相关 联 的 行为 依赖 于 它们 所 在 的 机 器 . 
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在 定义 了 仿真 模型 中 的 基本 事件 以 后 , 我 们 来 看 这 个 模型 是 怎么 执行 的 . 
16.4 用 图 示 化 的 方法 直观 地 表示 出 了 仿真 时 间 轴 上 事件 发 生 的 情况 . 在 一 个 事件 
的 所 有 行为 都 执行 完毕 以 后 , 仿真 系统 用 “ 跳 ” 的 方法 到 达 下 一 个 事件 , 实质 上 , £5 
真 都 是 在 事件 发 生 的 时 刻 执行 的 . 


一 一 一 一 一 一 一 一 
-7 - 一 ~~ 


16.4 时 间 轴 上 仿真 事件 发 生 的 例子 


那么 仿真 系统 是 如 何 确定 事件 发 生 的 时 刻 的 呢 ? 到 达 的 事件 根据 它们 到 达 的 
时 间 间 隔 (两 个 连续 事件 到 达 的 时 间 间 隔 ) 区 分 开 , 离开 的 事件 是 在 设备 上 服务 时 
间 的 函数 . 所 有 的 这 些 时 间 可 以 是 确定 的 (如 每 隔 5 分 钟 有 一 列 火车 到 达 车 站 ), 或 
者 也 可 以 是 随机 的 (如 银行 里 顾客 到 达 的 时 间 是 随机 的 ). 如果 事 件 之 间 的 时 间 是 
确定 的 , 那么 它们 发 生 的 时 间 也 是 确定 的 . 如 果 它 们 之 间 的 时 间 是 随机 的 , 那么 我 
们 采用 一 种 特定 的 方法 从 一 个 相应 的 概率 分 布 中 取样 . 这 一 点 在 16.3.2 节 中 将 进 
一 步 讨论 . 
习题 16.3A 


1. 确定 模拟 以 下 情况 所 需要 的 离散 事件 : 两 种 工件 从 两 个 不 同 的 来 源 到 达 . 这 两 种 工件 在 同 
一 台 机 器 上 加 工 , 优先 考虑 从 第 一 来 源 到 达 的 工件 . 
2. 工件 以 恒定 的 到 达 率 到 达 一 个 旋转 式 传送 系统 . 围绕 旋转 式 传送 带 布 置 了 3 SERIES 
站 . 如 果 当 一 个 工件 到 达 服 务 站 时 服务 器 是 空闲 的 , 那么 工件 将 从 传送 带 上 取 下 来 进行 加 
工 ; 否则 , 工件 将 继续 在 传送 带 上 旋转 直到 有 服务 站 空闲 . 加 工 过 的 工件 放置 在 一 个 额外 的 
储存 区 域 . 确定 在 这 个 仿真 中 的 离散 事件 . 
3. 汽车 到 达 了 一 个 双 车 道 的 银行 停车 处 , 每 条 车 道 最 多 可 以 容纳 4 辆 车 . 如 果 两 个 车 道 都 满 
T, 新 到 的 车 就 要 到 其 他 地 方 的 银行 办 理 业 务 . 在 任何 时 间 , 如 果 一 个 车 道上 的 车 辆 数 比 另 
一 车 道上 的 车 辆 数 至 少 多 两 辆 , 那么 在 较 长 车 道上 的 最 后 一 辆 车 将 会 移 到 较 短 的 车 道 的 后 
i. 每 一 个 工作 日 中 银行 开放 停车 处 的 时 间 是 从 上 午 8:00 到 下 午 3:00. 定义 这 种 情形 下 
的 离散 事件 . 
*4. Elmdale 小 学 的 自助 餐厅 为 所 有 学 生 提 供 了 单一 通道 、 固 定 菜单 的 午餐 . 小 朋友 每 30 EP 
时 间 到 达 分 发 窗口 , 然后 每 人 经 过 18 秒 得 到 自己 的 午餐 . 将 前 5 个 小 朋友 到 达 - 离 开 的 事 
件 描述 在 时 间 轴 上 . 


16.3.2 ”从 概率 分 布 中 抽样 


当 两 个 连续 事件 的 时 间 间 隔 上 是 随机 的 时 候 , 仿真 也 就 产生 随机 人 性. 本 节 将 给 
出 从 一 个 概率 分 布 f (£) 中 产生 连续 的 随机 样本 (t= 5,15, ---) 的 3 种 方法 . 
(1) 逆 方 法 ， (2) 卷 积 法 — (3) 接受 -舍弃 法 . 
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道 方法 尤其 适合 于 易于 解析 的 概率 密度 函数 , 如 指数 分 布 和 均匀 分 布 . 剩 下 的 
两 种 方法 适合 于 求解 一 些 较为 复杂 的 情况 , 例如 正 态 分 布 和 泊 松 分 布 . 所 有 这 3 种 
方法 从 根本 上 都 用 了 独立 同 分 布 的 均匀 (0,1) 随机 数 . 
逆 方 法 ”假定 现在 需要 从 (连续 的 或 者 离散 的 ) 概率 密度 函数 f(z) 中 得 到 想 要 的 随 
机 样本 r. 逆 方 法 首先 对 每 一 个 定义 的 y, 确定 累积 密度 函数 的 闭 的 表达 式 Fa) = 
P(y < z), 其 中 0< F(z) « 1. BA R 是 一 个 从 (0,1) 均匀 分 布 中 得 到 的 随机 数 ， 
并 且 假 定 F- 表示 F 的 道 , 则 北方 法 的 步骤 如 下 . 
第 1 步 产生 (0,1) 上 的 随机 数 R. 
第 2 步 ” 计 算 想 要 的 样本 , z = F(R). 

16.5 直观 地 说 明了 产生 一 个 连续 的 和 一 个 离散 的 随机 分 布 的 方法 ， 均 匀 
(0,1) 随机 数 R 从 竖 直 方向 上 的 F(z) 轴 对 应 到 水 平 轴 上 所 需要 的 样本 值 m, 


0 T, Tz 
(a) > 连续 (b) z 高 散 
16.5 ”通过 逆 方 法 得 到 一 个 概率 分 布 中 的 样本 


上 面 方法 的 合理 性 在 于 , 随机 变量 z = Fr) 均匀 地 分 布 在 区 间 0 < z< 1 上 . 
下 面 的 定理 将 给 出 其 证 明 . 
定理 16.321 给 定 随 机 变量 z 的 累积 密度 函数 F(T), -oo < z < œ, 随机 变量 
z = F(z), 0 <z <1, T4493 01 FAAR: 


f(z)=1, 0<z<1 
证 明 ”随机 变量 服从 均匀 分 布 当 且 仅 当 ， 
P{z< 2}=2, 0<Z<1 
此 结果 可 应 用 到 F(x), 由 于 : 
P{z < Z} = P(F(z) < Z} = P{z < F-1(2)} = F[F-(Z)]] = 了 
535 BETOoszP(z«Z) «1, MUOSZS1. 


例 16.3-2 (指数 分 布 ) 


指数 概率 密度 函数 
f(t) = 3e tt>0 
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表示 了 顾客 到 达 设 备 的 到 达 时 间 间 隔 t, 其 期 望 是 I. 根据 f(t) 可 以 确定 一 个 样本 
t. 
累积 密度 函数 是 : 


F(t) = [ Ae dr=1-e*,t>0 
0 
4 R= F(t), 可 以 解 出 t, 得 到 
t= -1 In(1— R) 


因为 (1— R) 是 R 的 补 , 所 以 可 以 用 In(R) 代替 ln(1- R). 
考虑 到 仿真 , 结果 意味 着 顾客 到 达 的 时 间 间 隔 是 t 个 时 间 单 位 . 例如 , 对 于 每 
小 时 入 = 4 个 客户 和 R — 0.9, 计算 直到 下 一 个 客户 到 达 的 时 间 间 隔 为 : 


1 
ti = —7 In(1— 0.9) = 0.577 小 时 = 34.5 分 钟 


用 于 产生 连续 样本 的 R 的 值 一 定 要 随机 地 从 (0,1) 均匀 分 布 中 抽取 . 在 接 下 
来 的 16.4 节 中 , 我 们 将 详细 介绍 这 些 (0, 1) 随机 数 在 仿真 过 程 中 是 如 何 产 生 的 . 


习题 16.3B 


*1。 在 例题 16.3-2 P, 假定 第 一 个 客户 在 0 时 刻 到 达 , 使 用 表 16.1 第 一 列 的 前 3 个 随机 数 来 
产生 接 下 来 3 个 客户 的 到 达 时 间 , 并 且 在 时 间 轴 上 夯 出 相应 的 事件 . 
*2. 3933 37h. 假定 加 工 一 种 机 器 的 零件 所 需要 的 时 间 可 以 用 下 面 的 均匀 分 布 来 描述 : 
/(0 = po a«t«b 
写 出 在 给 定 随机 数 R 的 样本 t 的 表达 式 ， 

. 工件 随 机 地 到 达 有 一 台 机 器 的 车 间 , 到 达 时 间 服 从 期 望 是 2 小 时 的 指数 分 布 , 加 工 一 个 工件 
所 需要 的 时 间 服 从 1.1222. 小 时 的 均匀 分 布 . 假定 第 一 个 工件 到 达 的 时 间 为 0, 使 用 表 16.1 
第 一 列 中 的 (0,1) 随机 数 来 确定 前 5 个 工件 的 到 达 和 离开 时 间 . 

。 对 于 某 种 客机 的 一 个 较为 昂贵 的 零件 的 需求 量 , 每 月 为 0,1,2, 3 个 单位 的 概率 分 别 是 0.2, 0.3， 
0.4, 0.1. 航空 维修 站 开始 的 时 候 有 这 种 零件 5 个 单位 的 储备 , 并 且 一 旦 当 储备 量 低 于 2 个 
单位 则 维修 站 将 立刻 增加 储备 到 5 个 单位 . 

*(a) 设计 和 需求 景 抽样 的 方法 . 

(b) 直到 发 生 第 一 次 增加 储备 , 期 间 经 历 了 多 少 个 月 ? R 的 连续 值 使 用 表 16.1 第 一 列 中 
的 数 . 

在 一 个 仿真 过 程 中 , 将 检查 电视 的 零件 是 否 存 在 缺陷 . 有 80% 的 可 能 零件 通过 检查 , 在 这 

种 情况 下 电视 被 送 去 包装 . 否则 , 将 对 电视 进行 维修 . 我 们 用 下 面 两 种 方法 之 一 来 象征 性 地 

描述 这 种 情况 . 


e 


心 


s 


去 维修 /0.2, 包装 /0.8 
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*9. 


10. 
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去 包装 /0.8, 维修 /0.2 


这 两 种 表示 方法 出 现 的 机 会 是 均等 的 . 但 是 , 当 一 个 (0, 1) 随机 数 序 列 应 用 到 这 两 种 表示 
方法 时 , 就 会 得 到 不 同 的 决定 (维修 或 者 包装 ). 请 解释 这 是 为 什么 . 


， 某 人 重复 地 投掷 一 枚 均匀 硬币 直到 正面 朝 上 , 相应 的 盈利 是 2^, 其 中 n 表示 直到 正面 朝 上 


ARRAK. 
(a) 设计 这 个 游戏 的 抽样 方法 . 
(b) 使 用 表 16.1 第 一 列 中 的 随机 数 , 确定 在 第 二 次 正面 朝 上 时 的 累积 盈利 . 


三角 分 布 . 在 仿真 中 , 由 于 缺乏 数据 , 可 能 使 它 无 法 确定 与 仿真 活动 相关 的 概率 分 布 . 在 大 


多 数 这 种 情况 下 , 很 容易 通过 估算 其 最 小 值 、 平 均值 和 最 大 值 来 描述 所 需 的 变量 . 这 3 个 
值 足以 定义 一 个 三 角 分 布 , 这 就 可 以 用 作 一 个 真实 分 布 的 粗略 估计 . 
(a) 根据 下 面 的 三 角 分 布 建立 描述 样本 的 方程 , 相应 的 参数 是 a, b,c: 


2(xr—a 
£&rztzb 
(b-ayc-ap Q9? &T& 
f(z)- | 


2. 一 
tie bg&rge 


(b) 利用 表 16.1 第 一 列 的 前 3 个 随机 数 , 根据 给 定 参 数 为 (1, 3,7) 的 三 角 分 布 来 产生 3 
个 样本 . 


. 下 面 考虑 一 个 概率 分 布 , 在 一 个 矩形 的 两 侧 各 有 一 个 直角 三 角形 , 其 中 左 侧 三 角形 、 矩形 、 


右 侧 三 角形 所 在 的 区 间 分 别 是 [o, 中 , [b,c], [c d], a < b< c < 两 个 三 角形 与 矩形 有 相同 

的 高 度 . 

(a) 建立 一 个 抽样 程序 . 

(b) 利用 表 16.1 第 一 列 的 前 5 个 随机 数 , 根据 给 定 参数 为 (a,b, c, d) = (1,2,4,6) 来 产生 
5 个 样本 . 

几何 分 布 . 说 明 如 何 根 据 下 面 的 几何 分 布 来 得 到 一 个 随机 样本 : 


f(z) = p(1 — p)”, x = 0,1,2,.. 


参数 z 表示 直到 成 功 之 前 发 生 的 ( 伯 努 利 试验 ) 失败 的 次 数 , p 表示 成 功 的 概率 , 0 < p < 1. 
利用 表 16.1 第 一 列 的 前 5 个 随机 数 , 根据 给 定 参数 p = 0.6 来 产生 5 个 样本 . 
书 布 尔 分 布 .根据 下 面 概率 密度 函数 给 出 的 韦 布尔 分 布 , 如 何 确定 一 个 随机 样本 : 


z) = af ?z7-lg 0/9" L9 
f(x) 


其 中 a > 0 为 形状 参数 , 6 > 0 为 尺度 参数 . 


卷 积 法 ” 卷 积 法 的 基本 思想 是 , 用 其 他 一 些 易 得 样本 的 随机 变量 的 统计 和 来 表示 所 
需要 的 样本 . 这 类 分 布 中 典型 的 有 埃 尔 朗 分 布 和 泊 松 分 布 , 它们 都 是 从 指数 分 布 抽 
样 中 得 到 的 . 

H 16.3-3 ( 埃 尔 朗 分 布 ) 


m- 埃 尔 朗 随机 变量 定义 为 m. 个 独立 同 分 布 的 指数 随机 变量 的 统计 和 ( 卷 积 ). 


用 y 表示 一 个 m- 埃 尔 朗 随机 变量 , 那么 


Y =Y y+ t Ym 
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其 中 yi, i = 1,2,… m, 是 独立 同 分 布 的 指数 随机 变量 , 它们 的 概率 密度 函数 定义 
为 


f(y) = eT, yi>0,1=1,2,.…,m 
根据 例 16.3-2, 第 i 个 指数 分 布 的 一 个 样本 可 以 表示 为 
yi = -im Ri-12,.,m 
因此 , 一 个 m- 埃 尔 朗 样本 可 以 表示 为 


2d 
977 


(In R1 1n R2 +- ln Rm)= ->in (Is. 
为 了 详细 说 明 上 面 式 子 的 用 法 , 假定 m = 3,4 = 4 个 事件 /小 时 , 利用 表 16.1 第 一 


列 的 前 3 个 随机 数 , 可 以 得 到 Ri Ra Rs = (0.058 9)(0.673 3)(0.479 9) = 0.019 0, 即 
y= -i In 0.019 — 0.991 小 时 


Bi 16.3-4. 〈 泊 松 分 布 ) 

12.3.1 节 已 经 证 明了 : 如 果 连 续 事 件 发 生 的 时 间 间 隔 服 从 指数 分 布 , 那么 每 单 
位 时 间 发 生 的 事件 数目 服从 的 分 布 就 是 泊 松 分 布 , 反之 亦 然 . 我 们 利用 这 种 关系 来 
对 泊 松 分 布 进行 抽样 . 

假定 泊 松 分 布 的 期 望 值 是 每 单位 时 间 和 个 事件 , 那么 事件 发 生 的 时 间 间 隔 服 
从 期 望 为 i 时 间 单 位 的 指数 分 布 . 这 就 意味 着 一 个 泊 松 样本 n 将 在 t 时 间 单 位 内 
发 生 , 当 且 仅 当 ， 

事件 ”发生 的 时 刻 < t < 事件 n1 发 生 的 时 刻 

这 种 情形 等 同 于 


tı +t2 + +tn St < ti +t2 +- FO, n>0 
O0xt«t n=0 


其 中 二 ,i = 1,2,… ,mn 十 1, 来自 于 期 望 为 1 的 指数 分 布 的 样本 . 根据 例 16.3-3 的 结 
果 , 可 以 得 到 
1 z 1 f 
-x (Hae) «t«-iln (YI n) ,n»0 


0«t« -人 Ri, n=0 
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简化 为 


12e"»H, n=0 


为 了 详细 地 描述 这 个 抽样 程序 的 执行 , 假定 和 = 4 个 事件 /小 时 , 并 且 我 们 希 
望 得 到 时 间 段 t — 0.5 小 时 内 的 一 个 样本 . 可 以 得 到 e- = 0.135 3. 利用 表 16.1 第 
一 列 中 的 随机 数 , 我 们 注意 到 R, = 0.058 9 小 于 e-* = 0.135 3. 因此 相应 的 样本 
是 n=0. 
Bi 16.3-5 (ESA) 

中 心 极限 定理 ( 见 14.4.4 节 ) 说 明了 , n 个 独立 同 分 布 随机 变量 的 和 ( 卷 积 ) 当 
n 足够 大 的 时 候 近似 于 正 态 的 . 我 们 将 利用 这 个 定理 来 产生 正 态 分 布 的 样本 , 其 中 
期 望 是 jy, 标准 差 是 c. 

定义 

T= Rii+R2+:…+ RR, 

根据 中 心 极限 定理 可 知 , 这 个 随机 变量 近似 于 一 个 正 态 的 . 给 定 服从 (0,1) 上 均匀 
分 布 的 随机 数 R, 期 望 为 1, 方差 为 十 , 那么 z 的 期 望 是 2, 方差 为 n. 这 样 的 话 ， 
期 望 为 u, 标准 差 为 o 的 正 态 分 布 N (uo) 的 一 个 随机 样本 y 可 以 根据 x 计算 得 


到 
y-pu-c (: = 3 
Vis 
实际 上 , 为 简便 起 见 取 n = 12, 那么 上 式 可 以 简化 为 


y =u+o(z-— 6) 


为 了 详细 说 明 这 个 方法 的 应 用 , 假定 我 们 希望 得 到 分 布 N(10, 2)( 期 望 为 u = 
10, 标准 差 为 o。 = 2) 的 一 个 样本 . 使 用 表 16.1 第 1 列 和 第 2 列 中 前 12 个 随机 数 ， 
可 以 得 到 x = 6.109 4. WA, y = 10 + 2(6.109 4 — 6) = 10.218 8. 

这 种 方法 的 缺点 就 是 , 对 于 每 一 个 正 态 分 布 样本 都 需要 产生 12 个 随机 数 , 这 
导致 计算 的 效率 不 高 . 应 用 下 面 的 转化 以 提高 计算 的 效率 : 


z = cos(2nRz)V —21ln Ri 


Box and Muller(1958) 证 明了 这 个 r 是 一 个 标准 正 态 分 布 N(0,1). 那么 ,y = J+oz 
将 产生 一 个 N(j,o) 的 样本 .由 于 这 个 过 程 只 需要 两 个 (0,1) 随机 数 , 因此 它 是 比 
较 有 效 的 . 而 实际 上 , 这 种 方法 比 上 面 说 的 更 加 有 效 , 因为 Box 和 Muller 已经 证 明 
了 如 果 用 sin(2xR2) 代替 cos(2xR2), 则 式 子 将 可 以 给 出 另 一 个 N(0,1) 样本 . 
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下 面 来 看 一 个 Box-Muller 方法 应 用 的 实际 例子 . 对 于 正 态 分 布 N(10,2), 使 用 


3& 16.1 第 1 列 前 两 个 随机 数 , 那么 得 到 的 N(0,1) 样本 是 : 


zl — cos(2x x 0.673 3) v/—21n 0.058 9 = —1.103 
z2 —sin(2x x 0.673 3)V -21n 0.058 9 ~ — 2.109 


那么 相应 的 N(10,2) 样本 是 : 


yi — 10 4- 2(—1.103) = 7.794 
y2 — 10 + 2(—2.109) = 5.782 


习题 16.3C? 


*1. 
2. 


在 例 16.3-3 中 , 给 定 m = 4 和 入 = 4 个 事件 /小 时 , 计算 一 个 埃 尔 朗 样本 . 
在 例 16.3-4 H, 给 定 一 个 泊 松 分 布 的 期 望 是 5 个 事件 /小 时 , 在 2 小 时 时 间 间 隔 内 产生 3 
个 泊 松 样本 . 


. TEDI 16.3-5 中 , 利用 卷 积 法 和 Box-Muller 方法 产生 两 个 N(8, 1) 样本 . 
- 工件 到 达 Metalco 加 工厂 服从 泊 松 分 布 , 期 望 是 每 天 6 TIH. 工件 达到 之 后 , 按照 一 个 


严格 的 轮流 顺序 分 配 到 5 个 加 工 中 心 . 确定 到 达 第 一 个 加 工 中 心 的 工件 的 时 间 间 隔 的 一 个 
样本 . 


.Springdale 高 中 的 1994 级 学 生 的 美国 大 学 入 学 考试 分 数 服从 正 态 分 布 , 其 中 期 望 是 27 分 ， 


标准 差 是 3 分 , 假定 我 们 需要 得 到 这 个 班 一 个 6 人 的 随机 抽样 . 利用 Box-Muller 方法 确 
定 这 个 抽样 的 期 望 和 标准 差 . 


.心理 学 教授 Yataha 在 进行 学 习 实验 中 训练 小 鼠 绕 迷 宫 , 该 迷宫 是 一 个 方形 的 . 小 鼠 在 其 


中 的 四 个 角落 之 一 进入 迷宫 , 而 且 必 须 找 到 一 条 穿 过 迷宫 的 路 , 并 且 从 进入 的 口 离开 迷宫 . 
所 设计 的 迷宫 使 得 小 鼠 必 须 通过 其 余 3 个 角 点 恰好 一 次 再 离开 . 连接 迷宫 中 4 个 角 点 的 
多 条 路 径 都 是 严格 的 顺 时 针 方向 , Yataha 教授 估计 小 鼠 从 一 个 角 点 到 另 一 个 角 点 的 时 间 服 
从 10 秒 到 20 秒 的 均匀 分 布 , 这 个 时 间 依 赖 于 小 鼠 走 的 路 线 . 为 小 鼠 在 迷宫 中 花费 的 时 间 
设计 一 个 抽样 方法 . 


.假定 在 第 6 题 中 , 当 一 只 小 鼠 从 迷宫 中 出 来 时 , 另外 一 只 小 鼠 立 刻 进入 迷宫 . 设计 一 个 5 


分 钟 内 离开 迷宫 的 小 鼠 数目 的 抽样 方法 . 


。 负 二 项 分 布 .说 明 如 何 根据 下 面 的 负 二 项 分 布 来 确定 一 个 随机 抽样 ; 


f(z) = CPU p"(1 - py, T= 0,1,2,- “ 


其 中 z 表示 在 独立 伯 努 利 试验 序列 中 直到 第 r 次 成 功 试验 之 前 试验 失败 的 次 数 , p 是 试验 
成 功 的 概率 , 0 < p < 1. (Jm: 负 二 项 分 布 是 个 独立 几何 抽样 的 卷 积 , 见 16.3B 第 9 
HB) 


接受 -会 弃 法 接受 - 合 弃 法 针对 的 是 较为 复杂 且 不 能 够 用 前 面 所 给 出 的 方法 解决 
的 一 些 概率 密度 函数 . 这 种 方法 的 一 般 思 想 是 , 用 一 个 较为 容易 解析 处 理 的 概率 密 


(D 对 于 本 节 的 所 有 习题 , 使 用 的 随机 数 都 是 从 表 16.1 中 第 1 列 开始 的 . 
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度 函 数 h(z) 来 替代 这 个 复杂 的 概率 密度 函数 f(z), 那么 从 h(z) 得 出 的 抽样 就 可 
以 用 来 作为 原始 概率 密度 f(z) 的 样本 . 
定义 控制 函数 g(z) 使 得 它 可 以 在 整个 区 间 上 控制 f(z), 即 


g(z) > f(z) —oo« z < oo 


然后 , 定义 替代 概率 密度 函数 h(z), 通过 单位 化 g(z) 得 到 : 


h(z)- n —oo«z«oo 
|. 9(y)dy 


下 面 给 出 接受 - 含 弃 法 的 基本 步骤 . 
第 1 步 ” 利 用 北方 法 或 者 卷 积 法 从 h(z) 中 得 到 一 个 样本 r= m. 
第 2 步 ” 得 到 一 个 (0,1) 随机 数 R. 
第 3 步 UURR«DISO NAHE zs 作为 f(z) 的 一 个 样本 . 否则 , 舍弃 z1 并且 
返回 到 第 1 步 . 
这 个 方法 的 合理 人 性 是 基于 下 面 的 等 式 ， 


P(z < alz = zi 被 接受 ， -œ< zı < o} = | f(y)dy, -œ <a < oo 


这 个 概率 的 命题 说 明了 , 现实 中 满足 第 3 步 条 件 的 样本 z = zi 是 原始 概率 密度 函 
数 f(z) 的 一 个 样本 . 

可 以 通过 减 小 第 3 步 中 的 合 弃 概率 来 提高 上 面 给 出 的 方法 的 效率 , 这 个 概率 
依赖 于 控制 函数 g(z) 的 具体 选择 , 并 且 随 着 选取 的 g(z) 更 贴近 f(x), 这 个 概率 会 
减 小 . 

Bi 16.3-6 (8 分 布 ) 
将 接受 -舍弃 法 应 用 到 下 面 的 6 分 布 : 


f(zr) 26z(1—-z), O€z«1 


图 16.6 描述 了 f(x) 和 控制 函数 g(z). 


0 1.0 T 


16.6 8 分 布 f(z) 的 控制 函数 g(z) 
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控制 函数 g(z) 的 高 度 等 于 函数 f(z) 的 最 大 值 , 并 且 当 x = 0.5 时 取 到 最 大 值 . 
因此 矩形 的 高 度 等 于 f(0.5) = 1.5. 这 意味 着 


g(z)=15,0<zr<1 


16.6 中 也 给 出 了 替代 概率 密度 函数 h(z) 的 计算 结果 : 
g(x) 1.5 
MD = FAREA ”1x15 ~ 

使 用 表 16.1 的 (0, 1) 随机 数列 来 详细 说 明 这 个 过 程 . 
第 1 步 ”R=0.0589 给 出 了 h(x) 的 一 个 样本 x = 0.058 9. 
第 2 步 R=0.6733. 
第 3 步 ”因为 100220 = 93329 = 0.2217 小 于 R — 0.673 3, 所 以 接受 样本 zi = 
0.058 9. 

为 了 得 到 第 二 个 样本 , 我 们 如 下 继续 . 
981:  R—04799 给 出 了 A(z) 的 另 一 个 样本 z = 0.479 9. 
第 2 步 R= 0.948 6. 
第 3 步 。” 因 为 0753) = 0.998 4 KF R = 0.948 6, 所 以 拒绝 rz = 0.479 9 作为 
一 个 合理 的 8 样本 . 这 就 意味 着 我 们 需要 利用 新 的 随机 数 来 重复 这 些 步 骤 直 到 第 
3 步 的 条 件 得 到 满足 . 
评注 “接受 -舍弃 法 可 以 通过 选取 能 够 更 紧 地 包含 f(z) 的 一 个 控制 函数 9(z) 来 提 
高 方法 的 效率 , 这 样 也 就 可 以 得 到 一 个 更 加 易于 解析 的 替代 函数 h(z). 例如 , 在 图 
16.6 中 , 如 果 用 阶梯 金字 塔 函数 (参见 16.3D 第 2 题 ) 代替 矩形 控制 函数 g(z), 就 
可 以 使 得 接受 -舍弃 法 更 加 有 效 ， 阶梯 数 越 大 , g(z) 逼近 f(z) 就 越 好 , 因此 一 个 样 
本 被 接受 的 概率 也 就 越 高 . 然而 , 越 紧 的 控制 函数 通常 也 会 带 来 计算 量 的 增 大 , 甚 
至 会 抵消 掉 被 接受 概率 的 增加 量 . 


习题 16.3D 


1. 在 例 16.3-5 rp, 继续 程序 的 步骤 直到 得 到 一 个 可 行 的 样本 . 使 用 表 16.1 中 的 (0,1) 随机 
数 , 并 且 与 例题 中 使 用 的 顺序 相同 . 

2. ZBA 16.3-6 中 的 8 概率 密度 函数 . 确定 一 个 两 阶梯 金字 塔 控制 函数 g(z), 两 个 阶梯 的 
高 度 都 是 LS = 0.75. 使 用 表 16.1 中 的 . 与 例 16.3-6 中 使 用 的 相同 的 (0, 1) 随机 数 序列 ， 
根据 这 个 新 的 控制 函数 , 获得 一 个 6 抽样 . 一 般 的 结论 是 , 较 紧 的 控制 函数 可 以 提高 抽样 
被 接受 的 概率 . 同时 还 要 注意 的 是 , 对 应 于 新 函数 的 计算 量 也 会 增 大 . 

3. 对 于 下 面 的 函数 使 用 接受 - 合 弃 法 , 确定 相应 的 函数 g(z) 和 h(z): 


f(z) = sin(x) t cos(x) , 


使 用 表 16.1 第 1 列 的 (0,1) 随机 数 来 产生 f(z) 的 两 个 样本 ，[ 提 示 : 为 简便 起 见 , 对 于 
f(z) 已 定义 的 区 域 , 使 用 矩形 函数 g(z) KRX] 


1, 0<z<1 


x 
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4. 在 HairKare 理发 店 , 顾客 到 达 的 时 间 间 隔 服从 下 面 的 分 布 ; 
fü) P, 12 <t< 20 
理发 的 时 间 服 从 下 面 的 分 布 : 
f(t) = h, 18«t« 22 


其 中 , 常数 ki 和 ks 使 得 函数 fL (0) 和 f(s) 成 为 概率 密度 函数 . 利用 接受 -舍弃 法 (以 及 
表 16.1 中 的 随机 数 ) 来 确定 第 一 个 顾客 离开 HairKare 的 时 间 , 以 及 下 一 个 顾客 什么 时 间 
到 达 . 假定 第 一 个 顾客 到 达 的 时 间 是 全 = 0. 


16.4 ”随机 数 的 生成 


在 分 布 抽样 过 程 中 , 均匀 (0, 1) 随机 数 扮演 了 非常 重要 的 角色 . 真正 的 (0, 1) 随 
机 数 只 能 通过 电子 装置 来 产生 . 然而 , 由 于 仿真 试验 是 在 计算 机 上 实现 的 , 所 以 使 
用 电子 装置 来 产生 随机 数 对 于 试验 目的 就 显得 太 慢 . 再 者 , 电子 装置 是 通过 机 会 定 
律 (law of chance) 来 激活 的 , 因此 它 不 能 够 随心 所 欲 地 复制 同一 个 随机 数 序列 , 这 
一 点 是 非常 重要 的 , 因为 在 仿真 模型 中 的 调试 、 验 证 和 确认 的 步骤 通常 需要 复制 同 
一 个 随机 数 序列 . 

产生 仿真 试验 中 所 使 用 的 (0,1) 随机 数 的 唯一 合理 的 方法 是 基于 算术 运算 的 . 
由 于 这 样 的 数 是 提前 产生 的 , 所 以 它们 并 不 是 真正 的 随机 数 . 因此 , 称 这 种 数 为 伪 
随机 数 (pseudo-random numbers) 是 比较 确切 的 . 

最 为 常用 的 产生 (0,1) 随机 数 的 算术 运算 方法 是 冬 同 余 法 (multiplicative con- 
gruential method). 给 定 参数 uo, b, c, m, 一 个 伪 随 机 数 序 列 R, 可 以 根据 下 面 的 式 
TAS): 


Un = (bun-1 +c) mod(m), n=1,2,--- 


Un 


初始 的 值 wo 通常 成 为 随机 数 生成 器 的 种 子 (seed). 
Law and Kelton(1991) 改进 了 乘 同 余 法 , 提高 了 随机 数 生 成 器 的 性 能 . 
例 16.4-1 
使 用 参数 b = 9,c = 5, m = 12, 使 用 乘 同 余 法 产生 3 个 随机 数 . 种 子 是 wo = 11. 


uj — (9 x 11 +5) mod 12 = 8, Ri = È = 0666 7 


uz=(9 x 8+5) mod 12 = 5, R = Š = 04167 
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u3=(9x5+5) mod 12 = 2, Ra = = = 0.1667 


Excel 程序 

文件 excel RN.xls 包含 了 使 用 乘 同 余 法 计算 随机 数 的 Excel 模板 . 图 16.7 给 出 
了 与 例 16.3-1 中 参数 有 关 的 随机 数 序列 . 仔细 观察 会 发 现 随机 数 循环 的 长 度 是 4, 
即 经 过 4 个 随机 数 后 这 个 序列 又 是 它 自 身 . 据 此 可 以 看 出 , 参数 uo, b, c, m 的 选择 
直接 决定 了 生成 器 产生 随机 数 的 (统计 ) 质量 , 以 及 随机 数 序列 循环 的 长 度 . 因此 ， 
不 建议 “偶然 地 ”使 用 乘 同 余 法 的 式 子 来 得 到 随机 数 , 而 应 当 使 用 一 个 可 靠 的 并 且 
已 经 测试 过 的 生成 器 . 实际 上 所 有 的 商用 计算 机 程序 都 安装 了 可 靠 的 随机 数 生成 
器 . 


BEI Muhiplicative Congruential Metho 


deti 


图 16.7 根据 例 16.4-1 中 数据 得 到 的 Excel 随机 数 (文件 excel RN.xls) 


习题 16.4A 


*1。 根据 下 面 的 参数 使 用 模板 excelRN.xls 得 到 随机 数 序列 , 并 且 与 例 16.4-1 中 的 结果 进行 比 
8. 
b=17，c=111，m = 103， 种 子 =7 


2. 找 出 你 计算 机 上 的 一 个 随机 数 生成 器 , 并 且 使 用 它 产生 500 个 (0,1) 随机 数 ， 用 直方 图 
检验 得 出 的 结果 (可 以 使 用 微软 的 直方 图 工具 , 参见 14.5 节 ), 并 确信 得 到 的 随机 数 服 从 
(0, 1) 均匀 分 布 . 为 了 更 确切 地 分 析 这 些 随机 数 , 可 以 使 用 下 面 的 试验 : X^ 拟 合 优 度 检验 
(参见 14.5 节 )、 独 立 性 检验 、 相 关 性 检验 ( 详 见 Law and Kelton[1991]). 
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16.5 ”离散 仿真 的 方法 


本 节 将 详细 介绍 在 仿真 模型 中 如 何 收集 典型 的 统计 信息 , 并 且 将 使 用 一 个 单 排 
队 模 型 加 以 说 明 . 16.5.1 节 使 用 一 个 数值 实例 来 详细 说 明 单 服务 台 排队 仿真 模型 中 
的 计算 过 程 和 方法 . 由 于 仿真 模型 中 的 计算 量 相当 大 , 所 以 16.5.2 节 将 给 出 如 何 使 
用 Excel 电子 表格 来 完成 单 服务 台 排队 模型 的 建 模 和 计算 . 


16.5.1 单 服务 台 模 型 的 人 工 仿真 


HairKare 理发 店 的 顾客 到 达 时 间 间 隔 服 从 期 望 为 15 分 钟 的 指数 分 布 . 理发 店 
只 有 一 名 理发 师 , 他 为 顾客 理发 的 时 间 服从 10~15 分 钟 的 均匀 分 布 . 顾客 接受 服务 
的 顺序 服从 先 到 先 服务 的 规则 (FIFO). 仿真 的 目标 是 计算 出 下 面 的 几 个 量 . 

(1) 理发 店 的 平均 使 用 时 间 . (2) 等 待 顾客 的 平均 数目 . 

(3) 顾客 在 队列 中 的 平均 等 待 时 间 . 

仿真 模型 的 逻辑 性 可 以 使 用 相应 的 到 达 事件 和 离开 事件 的 行为 加 以 描述 . 
到 达 事 件 

(1) 依次 产生 并 存储 下 一 个 到 达 事件 的 发 生 时 间 (= 当前 仿真 时 间 + 到 达 间 
隔 时 间 ). 

(2) 如 果 设 备 (理发 师 ) 是 空闲 的 : 

(a) 开始 服务 并 且 声 明 设备 为 忙 的 , 更 新 设备 使 用 统计 表 . 

(b) 依次 产生 并 存储 顾客 离开 事件 的 时 间 (= 当前 仿真 时 间 + 服务 时 间 ). 

(3) 如 果 设 备 是 忙 的 , 那么 顾客 进入 等 候 队列 ， 并 更 新 队列 统计 表 . 
离开 事件 

(1) 如 果 队 列 为 空 , 那么 声明 设备 是 空闲 的 , 并 更 新 设备 使 用 统计 表 . 

(2) 如 果 队 列 不 是 空 的 : 

(a) 从 队列 中 选择 一 位 顾客 , 接受 设备 的 服务 , 并 更 新 队列 和 设备 使 用 统计 表 . 

(b) 依次 产生 并 存储 顾客 离开 事件 的 时 间 (= 当前 仿真 时 间 + 服务 时 间 ). 

根据 这 个 问题 提供 的 数据 可 以 知道 , 到 达 时 间 间 隔 服 从 期 望 为 15 分 钟 的 指数 
分 布 , 服务 时 间 服 从 10~15 分 钟 的 均匀 分 布 . 用 p 和 q 分 别 表示 到 达 时 间 间 隔 和 
服务 时 间 的 随机 抽样 , 那么 , 根据 16.3.2 节 中 的 解释 可 以 得 到 


p= 二 一 15ln RR 分 钟 0< R«1 
q—-10-5R 9t, Oc R«1 
为 了 求解 例题 的 需要 , 对 于 R 我 们 使 用 表 16.1 中 的 随机 数 ， 从 第 一 列 开始 . 


同时 我 们 用 符号 T 表示 仿真 的 时 钟 时 间 , 进一步 假定 : 第 一 个 顾客 到 达 的 时 间 为 
T — 0, 并 且 服 务 设施 初始 的 时 候 是 空闲 的 . 
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由 于 仿真 的 计算 量 相当 大 , 所 以 我 们 只 计算 前 5 位 顾客 . 我 们 设计 的 例题 可 以 
涵盖 仿真 过 程 中 的 所 有 可 能 的 情形 . 本 节 随 后 还 将 介绍 excelSingleServer.xls 模板 ， 
它 可 以 让 我 们 在 不 需要 人 工 完成 计算 的 条 件 下 来 执行 仿真 模型 . 

第 1 位 顾客 在 T = 0 了 时刻 到 达 产生 第 2 位 顾客 的 到 达 时 间 : 


T =0 +p =0+ (-151n 0.058 9) = 42.48 分 钟 


由 于 在 工 = 0 时 刻 设备 是 空闲 的 , 所 以 第 1 位 顾客 立刻 开始 接受 服务 , 因此 这 位 顾 
客 的 离开 时 间 为 ; 


T=0+qn —0-(104-5x 0.673 3) 2 13.37 分 钟 


因此 可 以 得 到 将 来 事件 的 顺序 表 : 


时 刻 T 事 d 
13.37 第 1 位 顾客 离开 
42.48 第 2 位 顾客 到 达 


第 1 位 顾客 在 了 = 13.37 离开 因为 队列 为 空 , 所 以 服务 设施 声明 为 空闲 . 同时 ， 
我 们 记录 下 设备 从 了 = 0 到 工 = 13.37 是 忙 的 . 更 新 将 来 事件 的 顺序 表 为 


时 刻 T 事 件 
42.48 第 2 位 顾客 到 达 


第 2 位 顾客 在 T = 42.48 到 达 第 3 位 顾客 的 到 达 时 间 是 
T = 42.48 + (—151n 0.479 9) = 53.49 分 钟 
由 于 此 时 设备 是 空闲 的 , 所 以 第 2 位 顾客 立刻 开始 接受 服务 , 并 且 声明 设备 是 忙 的 . 


离开 时 间 是 : 
T = 42.48 + (10 + 5 x 0.948 6) = 57.22 分 钟 


更 新 将 来 事件 的 顺序 表 为 


时 刻 人 事 件 
53.49 第 3 位 顾客 到 达 
57.22 第 2 位 顾客 离开 


第 3 位 顾客 在 T = 53.49 到 达 第 4 位 顾客 的 到 达 时 间 是 
T = 53.49 + (-151n 0.613 9) = 60.81 分 钟 


因为 设备 当前 是 忙 的 (直到 T = 57.22), 第 3 位 顾客 在 T = 53.49 加 入 队列 . 更 新 
将 来 事件 的 顺序 表 为 : 
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时 刻 人 E 件 

57.22 第 2 位 顾客 离开 

60.81 第 4 位 顾客 到 达 
第 2 位 顾客 在 T = 57.22 离开 第 3 位 顾客 走出 队列 , 开始 接受 服务 , 他 的 等 待 
时 间 为 : 

Ws = 57.22 — 53.49 = 3.73 分 钟 
离开 时 间 为 : 
T = 57.22 + (10 + 5 x 0.593 3) = 70.19 分 钟 


更 新 将 来 事件 的 顺序 表 为 : 


时 刻 人 事 件 
60.81 第 4 位 顾客 到 达 
70.19 第 3 位 顾客 离开 


第 4 位 顾客 在 T = 60.81 到 达 第 5 位 顾客 的 到 达 时 间 是 : 
T = 60.81 + (—151n 0.934 1) = 61.83 分 钟 
因为 设备 一 直到 T = 70.19 都 是 忙 的 , 所 以 第 4 位 顾客 进入 等 候 队 列 , 更 新 将 来 事 
件 的 顺序 表 为 : 
时 刻 T 事件 
”61.83 5 位 顾客 到 达 
70.19 第 3 位 顾客 离开 
第 5 位 顾客 在 了 = 61.83 到 达 ”因为 我 们 只 考虑 前 5 位 顾客 到 达 , 因此 不 会 产生 
第 6 位 顾客 的 到 达 事 件 . 设备 在 T = 61.83 仍旧 很 忙 , 所 以 第 5 位 顾客 需要 进入 队 
列 等 候 . 更 新 将 来 事件 的 顺序 表 为 : 
时 刻 人 事 件 
70.19 第 3 位 顾客 离开 
第 3 位 顾客 在 T = 70.19 离开 第 4 位 顾客 走出 队列 开始 接受 服务 , 他 的 等 待 时 
间 为 : 
WA = 70.19 一 60.81 = 9.38 分 钟 
离开 时 间 为 : 
T = 70.19 + (10 + 5 x 0.178 2) = 81.08 分 钟 


更 新 将 来 事件 的 顺序 表 为 : 


时 刻 T + 件 
81.08 第 4 位 顾客 离开 
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第 4 位 顾客 在 工 = 81.08 离开 第 5 位 顾客 走出 队列 开始 接受 服务 , 他 的 等 待 时 
间 为 : 
Ws = 81.08 — 61.83 = 19.25 分 钟 
离开 时 间 为 : 
T = 81.08 + (10 + 5 x 0.347 3) = 92.82 分 钟 
更 新 将 来 事件 的 顺序 表 为 : 
MAT 事件 
”92.82 ”第 5 位 顾客 离开 一 

第 5 位 顾客 在 T = 92.82 离开 此 时 系统 中 (队列 中 和 设备 上 ) 没有 顾客 了 , 仿真 
结束 . 

16.8 直观 地 给 出 了 队列 长 度 以 及 设备 使 用 作为 仿真 时 间 的 函数 的 变化 情况 . 


队列 长 度 


og gg 一 


10 20 30 40 50 60 70 80 90 
16.8 ”队列 长 度 以 及 设备 使 用 作为 仿真 时 间 的 函数 的 变化 情况 


队列 长 度 和 设备 使 用 是 基于 时 间 的 变量 , 因为 ENIRE ERTE. 因此 ， 
可 以 计算 出 它们 的 平均 值 : 
amis ) _ 曲线 以 下 的 面积 
变量 的 平均 值 / ”仿真 时 间 
根据 图 16.8 给 定 的 数据 运用 上 面 的 式 子 , 可 以 得 到 


队列 的 \ Ah1 + 4 32.36 
eim) . 9282 92.82 
ume ) _4+44 _ 63.71 


= 0.349 顾客 


= 0.686 理发 师 


使 用 率 / 92.82 9282 
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顾客 在 队列 中 的 平均 等 待 时 间 是 一 个 基于 观测 的 变量 , 可 以 根据 下 面 的 式 子 确 


定 (ee 1) _ 观测 值 的 总 和 

变量 的 平均 值 观测 次 数 
仔细 观察 图 16.8 TURR, 队列 长 度 曲 线 下 方 的 区 域 面积 , 恰好 等 于 加 入 到 队列 中 
的 3 位 顾客 的 等 待 时 间 总 和 , 也 就 是 ， 


Wi + Wa + W3 + Ws + Ws = 0 + 0 + 3.73 + 9.38 + 19.25 = 32.36 分 钟 


队列 中 所 有 顾客 的 平均 等 待 时 间 是 
32.36 


习题 16.5A 
1. 现在 假定 16.5.1 节 中 理发 店 有 两 名 理发 师 , 顾客 按照 先 到 先 服务 (FCFS) 的 规则 . 进一步 
假定 为 一 名 顾客 理发 的 时 间 服 从 157530 分 钟 的 均匀 分 布 . 顾客 到 达 的 时 间 间 隔 服 从 期 望 是 
10 分 钟 的 指数 分 布 . 人 工 仿真 系统 运行 75 个 时 间 单 位 . 根据 仿真 的 结果 , 确定 一 个 顾客 在 
队列 中 的 平均 等 待 时 间 , 顾客 的 平均 等 待 数目 , 理发 师 的 平均 服务 时 间 . 使 用 表 16.1 中 的 


随机 数 . 
2. 将 下 面 的 变量 分 类 , 或 者 是 基于 观测 的 或 者 是 基于 时 间 的 : 
*(a) 一 个 电子 元 件 的 寿命 . *(b) 一 种 物品 的 库存 水 平 . 
(c) 一 种 库存 物品 的 订货 量 . (d) 一 批 物品 中 次 品 的 数目 . 
(e) 评 卷 需 要 的 时 间 . (f) 一 家 汽车 租赁 公司 的 停车 场 中 汽车 的 数目 . 


* 


- 下面 的 表格 表示 , 在 队列 中 等 待 的 顾客 数目 是 仿真 时 间 的 函数 . 


e 


仿真 时 间 人 (小 时 ) 等 待 的 顾客 的 数目 仿真 时 间 工 (小 时 ) 等 待 的 顾客 的 数目 
O«T«3 0 l0O«T «12 2 
3«T«4 1 12« T <18 3 
4«T«6 2 18« T « 20 2 
6«T«7T 1 20« T « 25 1 
0 


7«T X10 


求 出 下 面 的 各 个 量 . 
(a) 队列 的 平均 长 度 . (b) 必须 在 队列 中 等 待 的 顾客 的 平均 等 待 时 间 . 


4. 假定 16.5.1 节 中 的 理发 店 有 3 名 理发 师 , 下 表 给 出 了 理发 师 在 各 个 时 间 段 的 工作 情况 : 


仿真 时 间 工 ( 小 时 ) 忙碌 的 理发 师 的 数目 
60 « T <70 2 
70 « T <80 
80 « T « 90 
90 « T « 100 


仿真 时 间 工 (小 时 ) 
0<T&10 
10 « T « 20 1 
20 « T <30 2 
30 « T « 40 0 
40 « T « 60 1 


忙碌 的 理发 师 的 数目 
0 


oO 一 o 
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确定 下 面 各 个 量 的 值 . 
(a) 忙碌 的 理发 师 的 平均 数目 . (b) 理发 师 的 平均 忙碌 时 间 . 
(c) 理发 师 的 平均 空闲 时 间 . 

16.5.2 ” 单 服 务 台 模 型 的 电子 表格 仿真 


根据 16.5.1 节 , 仿真 计算 的 过 程 通常 非常 乏味 和 繁琐 , 因此 , 有 必要 利用 计算 
机 执行 仿真 模型 . 本 节 将 介绍 一 个 基于 电子 表格 的 模型 来 完成 单 服务 台 模 型 的 仿 
A, 目的 是 更 加 深刻 地 理解 16.5.1 节 中 仿真 的 思想 . 当然 , 单 服 务 台 模 型 是 一 种 非 
常 简单 的 情形 , 正 是 由 于 这 个 原因 它 更 易于 在 电子 表格 环境 下 执行 . 其 他 的 一 些 较 
为 复杂 的 情形 则 需要 更 多 的 考虑 建 模 的 方法 , 可 以 利用 一 些 现 有 的 仿真 软件 包 ( 见 
16.7 节 ). 

16.5.1 节 介 绍 了 单 服务 台 仿 真 模型 中 有 两 个 基本 要 素 : 

(1) 模型 中 的 事件 顺序 表 . 

(2) 跟踪 设备 使 用 情况 和 队列 长 度 的 变化 的 图 表 . 
这 两 个 要 素 在 基于 电子 表格 (实际 上 是 任何 的 基于 计算 机 ) 的 仿真 模型 中 也 是 非常 
重要 的 , 唯一 的 不 同 就 是 使 得 执行 的 规则 可 以 让 计算 机 来 识别 . 正如 16.5.1 节 所 说 ， 
顾客 接受 服务 是 按照 先 到 先 服务 的 规则 . l 

图 16.9 显示 出 了 文件 excelSingleServer.xls 的 结果 . 输入 的 数据 可 以 用 下 面 4 
种 分 布 之 一 表示 到 达 间 隔 时 间 和 服务 时 间 : 常数 分 布 、 指 数 分 布 、 均匀 分 布 和 三 角 
分 布 . 当 只 提供 3 个 估计 数 ab. c 分 别 代表 一 个 分 布 中 的 间隔 时 间或 者 服务 时 间 的 
最 小 值 、 最 有 可 能 值 和 最 大 值 的 时 候 , 三 角 分 布 可 以 给 出 这 个 分 布 的 一 个 粗略 的 初 
始 估计 . 然后 启动 仿真 程序 所 需要 的 其 他 信息 就 只 有 仿真 执行 的 长 度 , 在 本 例 中 这 
个 长 度 就 是 仿真 模型 所 生成 的 到 达 顾 客 的 数目 . 

电子 表格 的 计算 为 每 一 位 顾客 的 到 达 保 留 一 行 . 每 位 顾客 到 达 的 时 间 间 隔 和 
服务 时 间 由 输入 数据 生成 . 第 一 位 顾客 到 达 发 生 在 T = 0, 因为 设备 初始 的 时 候 是 
空闲 的 , 所 以 顾客 立刻 接受 服务 . 因此 ， 

(* 1 Me) _ (” 1 ie) (* 1 iA) 
离开 时 间 到 达 时 间 服务 时 间 
=0 + 12.83 = 12.83 
(” 2 过 时 间 “ 】 _ (” 1 oim) 4 ( 与 第 1 位 顾客 ) 
到 达 时 间 到 达 时 间 的 到 达 间 隔 时 间 
=0 + 3.37 = 3.37 


可 以 利用 下 面 的 式 子 确定 任 一 顾客 i 的 离开 时 间 : 


(anm) = "Lini Cem )] + (mar) 
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从 上 面 的 式 子 可 以 知道 , 只 有 当 设 备 空闲 时 , 才能 服务 顾客 . 在 图 16.9 上 应 用 上 面 
的 式 子 可 以 得 到 : 
第 3 位 顾客 的 离开 时 间 = max{9.09, 27.55} + 12.21 = 39.76 


| Wg | Ws | 
3283| Oo 12.83 0.00 1293. 
| $37. MATE .373| 2755| 910: EET 


3 IE 
2 H1 


,67 
-长 多 7011  9458| 9n -24.47 
n. 71| 10793. ST kea 


| “en 3389 aal 7387 24 KANE 40.82 
0.50/156.20| 197 75| 32.051 42 65i 
—15 376/16 ERE 31.36 EX 
— 1229/20920! 22382| 2.33, 14.62 
742595/22907| 24203! 0.00! 


95 
. 1396;  1299/238.33| 255.02| 3.70, 16.69: 
20b . 8846]  14.88,25231| 269 90| 271! 17.59) 
图 16.9 单 服务 台 仿 真 模型 的 Excel 输出 结果 (文件 excelSingleServer. xls) 


下 面 讨论 如 何 收集 模型 的 统计 数据 . 首先 , 对 于 顾客 i, 他 在 队列 中 的 等 待 时 间 
Wili), 以 及 在 整个 系统 中 的 等 待 时 间 W(i), 可 以 由 下 面 的 式 子 计 算 给 出 : 
. 顾客 i 的 顾客 i 的 顾客 i 的 
Ws = (高 开导 间 )- (arani) - (mastm) 
, 顾客 ; 的 顾客 i 的 
WA ae) - (ariet) 
然后 , 跟踪 设备 的 使 用 情况 以 及 队列 长 度 的 变化 对 于 计算 模型 中 其 他 的 统计 信息 很 
有 必要 (参见 16.5.1 节 的 过 程 ), 幸运 的 是 我 们 已 经 根据 16.5.1 节 中 的 观测 和 图 16.8 
的 解释 简化 了 这 种 计算 : 
(1) 设备 使 用 曲线 下 方 的 面积 = 所 有 顾客 的 总 的 服务 时 间 
(2) 队列 长 度 曲 线 下 方 的 面积 = 所 有 顾客 等 待 时 间 的 总 和 
为 了 说 明 这 一 点 , 图 16.9 的 Excel 输出 计算 了 这 两 个 总 和 : 
服务 时 间 总 和 = 264.65 
Wo 的 总 和 = 424.8 
Ws 的 总 和 =W 的 和 十 服务 时 间 总 和 = 689.44(= 264.65 + 424.8) 
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给 定 最 后 一 位 顾客 (第 20 位 顾客 ) 的 离开 时 间 T = 269.90, TUAR): 


ema) . 264.65 
( 使 用 率 / 269.90 
队列 的 424.80 
(平均 长度 ) -36990 一 


— 0.980 5 


设备 空闲 时 间 比 例 是 (1 — 0.98) x 100 = 1.94596 


其 他 统计 信息 可 以 直接 得 到 , 也 就 是 
( 在 队列 中 的 ) Ws 的 总 和 — 424.80 


平均 等 待 时 间 / ”总 的 顾客 数 20 
( 在 系统 中 的 Dea e suar 
平均 等 待 时 间 / ”总 的 顾客 数 20 77 


为 了 仿真 多 服务 台 模 型 ,人们 设计 了 另 一 个 电子 表格 (excelMultiServer.xls). 模 


板 的 设计 思想 与 单 服 务 台 相同 , 但 是 在 计算 离开 时 间 时 有 所 不 同 ,因此 需要 使 用 
VBA È. 


习题 16.5B 
1. 使 用 16.5.1 节 中 的 输入 数据 , 对 于 10 位 顾客 , 运行 Excel 模拟 器 , 并 且 用 图 表 显 示 出 设备 


使 用 率 和 队列 长 度 作为 仿真 时 间 的 函数 的 变化 . 证 明 曲 线 下 方 的 面积 分 别 等 于 服务 时 间 的 

总 和 以 及 等 待 时 间 的 总 和 . 

. 已 知 顾客 到 达 率 为 每 小 时 入 = 4 位 顾客 , 服务 率 为 每 小 时 4 = 6 位 顾客 离开 , 仿真 500 位 

顾客 到 达 的 M/M/1 模型 . 仿真 执行 5 次 (通过 更 新 电子 表格 按 F9), 并 且 给 模型 中 

各 个 量 确定 一 个 9596 的 置信 区 间 . 将 得 到 的 结果 与 M/M/1 模型 的 稳 态 理论 值 进行 比较 . 

.在 单个 操作 台 上 , 电视 元 件 从 传送 带 上 每 15 分 钟 到 达 这 个 操作 台 接 受 检查 . 具体 操作 台 检 

查 结果 不 详 . 然而 操作 员 预 计 检查 一 个 元 件 的 平均 时 间 为 10 分 钟 , 在 最 坏 情况 下 的 检查 时 

间 也 不 会 超过 13 分 钟 , 而 对 于 某 些 元 件 的 检查 时 间 则 可 以 低 到 9 分 钟 . 

(a) 使 用 Excel 模拟 器 , 仿真 200 个 电视 元 件 的 检查 过 程 . 

(b) 根据 重复 5 次 仿真 过 程 的 结果 , 估计 等 待 检查 的 元 件 的 平均 数目 以 及 操作 台 的 平均 使 
用 率 . 
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仿真 是 一 种 统计 实验 , 其 输出 结果 必须 使 用 恰当 的 统计 推断 工具 (例如 , 置信 


区 间 与 假设 检验 ) 加 以 分 析 . 为 了 完成 这 个 任务 , 仿真 实验 中 的 观测 数据 必须 满足 
下 面 的 3 个 条 件 : 


(1) 观测 是 来 自 平稳 (相同 ) 的 分 布 . 
(2) 观测 从 正 态 总 体 中 采样 . ”(3) 观测 是 独立 的 . 


618 第 16 章 仿真 模型 


从 严格 意义 上 讲 , 仿真 实验 不 可 能 完全 满足 上 面 的 3 个 条 件 中 的 任何 一 个 . 然 
而 , 可 以 使 用 仿真 观测 数据 收集 的 规则 来 保证 这 些 条 件 是 统计 可 靠 的 . 

首先 , 考虑 平稳 性 的 问题 . 仿真 的 输出 结果 是 仿真 时 间 长 度 的 函数 . 初始 的 阶 
段 会 得 到 错误 的 行为 , 这 个 阶段 通常 称 为 瞬 态 的 (transient) 或 者 预 热 阶段 (warm- 
up period). 当 输 出 的 结果 变 得 平稳 时 , 系统 运行 进入 稳 态 (steady state), 不 幸 的 是 ， 
没有 办 法 预先 估计 从 开始 到 稳 态 需要 多 长 时 间 . 一 般 地 , 仿真 执行 的 时 间 越 长 , 达 


” 到 稳 态 的 机 会 就 越 大 , 这 一 点 在 例 16.1-1 中 也 有 说 明 , 即 采 用 蒙特 卡 罗 方 法 估计 圆 


的 面积 的 准确 性 随 着 样本 数量 的 增 大 而 提高 . 因此 , 可 以 通过 使 用 足够 大 的 样本 数 
量 来 处 理 非 平 稳 性 . 

其 次 , 我 们 考虑 仿真 观测 需要 从 正 态 总 体 中 采样 的 必要 性 . 可 以 通过 使 用 中 心 
极限 定理 ( 见 14.4.4 节 ) 来 认识 这 种 需要 , 中 心 极限 定理 指出 不 管 样本 母体 的 分 布 
如 何 , 这 个 抽样 的 平均 意义 的 分 布 趋向 于 正 态 分 布 . 因此 , 中 心 极限 定理 是 我 们 用 
来 满足 正 态 分 布 假设 的 主要 工具 . 

第 3 个 条 件 涉及 观测 的 独立 性 . 仿真 实验 的 性 质 不 能 够 保证 连续 的 仿真 观测 
之 间 是 独立 的 . 然而 , 通过 使 用 样本 平均 来 表示 一 个 仿真 观测 , 我 们 可 以 减轻 缺乏 
独立 性 带 来 的 问题 . 尤其 是 当 我 们 增 大 用 于 求 样 本 平均 的 仿真 时 间 时 它 更 加 有 效 . 

在 讨论 并 解决 了 仿真 实验 中 的 特性 之 后 , 我 们 给 出 3 种 常用 的 仿真 观测 数据 
收集 的 方法 : 

(1) 子 区 间 法 ; (2) 重复 实验 方法 ; (3) 再 生 (或 者 循环 ) 方法 . 

16.6.1 子 人 区 间 法 

16.10 刻画 了 子 区 间 法 的 基本 思想 . 假定 仿真 执行 了 个 时 间 单 位 ( 即 运行 长 
Rt =T), 并 且 需 要 得 到 n 个 观测 值 . 子 区 间 法 首先 截 去 初始 的 瞬 态 期 , 然后 将 剩余 
的 仿真 运行 时 间 等 分 为 n 个 子 区 间 (或 者 批 次 )， 那么 每 个 子 区 间 上 需要 的 平均 测 
量 值 (比如 队列 长 度 或 者 在 队列 中 的 等 待 时 间 ) 可 以 用 来 代表 单个 的 观测 值 . 将 初 
始 的 瞬 态 期 截 去 就 意味 着 不 会 从 这 个 阶段 收集 统计 数据 . 

Wie Hl 批 次 1 批 次 2 批 次 + 


测量 值 


仿真 时 间 
16.110 ”使 用 子 区 间 法 收集 仿真 数据 
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子 区 间 法 的 优点 就 是 减弱 了 仿真 中 瞬 态 的 ( 非 稳 态 的 ) 条 件 带 来 的 影响 , 尤其 
是 那些 在 仿真 实验 将 要 结束 时 的 观测 值 . 子 区 间 法 的 缺点 是 有 相同 边界 条 件 的 连续 
的 两 个 子 区 间 会 是 相关 的 , 当然 可 以 通过 增 大 每 个 批 次 的 时 间 来 前 弱 这 种 相关 性 . 
例 16.6-1 

图 16.11 显示 了 在 单 服务 台 排 队 模 型 中 队列 长 度 是 仿真 时 间 的 函数 的 变化 情 
况 . 仿真 实验 长 度 为 了 = 35 小 时 , 瞬 态 期 的 长 度 估计 为 5 小 时 . 现在 需要 收集 5 
个 观测 值 , 即 ”= 5. 相应 每 个 批 次 的 时 间 长 度 为 5 = 6 小 时 . 


队列 长 度 
4 | grasa 


一 


仿真 时 间 
16.11 例 16.6-1 中 队列 长 度 随 仿真 时 间 变 化 的 情况 


用 Q; 表示 批 次 i 的 队列 平均 长 度 . 因为 队列 长 度 是 基于 时 间 的 变量 , 因此 


一 A; 
Qi; - q.i - 12, .,5 


其 中 A; 表示 相应 于 批 次 i 的 队列 长 度 曲 线 下 方 的 面积 , t 表示 每 个 批 次 的 时 间 , 在 
本 例题 中 上 = 6 小 时 . 
根据 图 16.11 中 的 数据 , 可 以 得 到 下 面 的 观测 值 : 
观测 值 i 1 2 3 4 5 
Ai 14 10 11 6 15 


Qi 2.33 1.67 1.83 1.00 2.5 
样本 均值 —1.87 样本 标准 差 =0.59 
如 果 需 要 的 话 , 样本 均值 和 标准 差 可 以 用 来 计算 置信 区 间 . 例 16.6-1 中 样本 标 
准 差 的 计算 公式 是 
Y z? — nz? 
i=1 


s= nl 


由 于 上 面 的 式 子 忽 略 了 相 邻 两 个 批 次 之 间 的 相关 性 , 所 以 它 只 是 真实 标准 差 的 一 个 
近似 值 . 更 加 精确 的 计算 公式 可 以 参见 Law and Kelton(2000, pp. 249-253). 


16.6.2 ”重复 实验 方法 
正如 图 16.12 所 示 , 在 重复 实验 方法 中 , 每 次 观测 都 由 一 个 截 去 瞬 态 期 的 独立 
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仿真 实验 所 表示 . 每 一 个 批 次 的 平均 观测 值 的 计算 方法 与 子 区 间 法 的 计算 方法 相 
同 . 因为 批 次 之 间 是 不 相关 的 , 所 以 唯一 的 差异 就 是 可 以 使 用 标准 差 的 计算 公式 . 


批 次 1 批 次 2 批 次 " 


测量 值 
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由 于 重复 仿真 实验 方法 每 次 运行 都 是 使 用 不 同 的 (0, 1) 随机 数 序 列 , 这 就 使 得 
观测 值 具有 真正 的 统计 独立 性 , 这 也 正 是 重复 实验 方法 的 优点 所 在 . 这 种 方法 的 缺 
点 是 初始 的 瞬 态 条 件 会 带 来 相应 的 统计 偏差 , 可 以 通过 充分 延长 仿真 运行 时 间 来 减 


小 它 . 
16.6.3 BÆ (循环 ) 方法 


再 生 方 法 可 以 视 为 子 区 间 法 的 扩展 , 这 种 新 方法 的 出 发 点 是 为 了 减 小 自 相关 性 
带 来 的 影响 , 自 相关 性 来 源 于 子 区 间 法 要 求 每 一 个 批 次 都 有 相同 的 初始 条 件 . 例如 ， 
如 果 我 们 现在 考虑 队列 长 度 变量 , 那么 每 一 个 批 次 都 从 队列 长 度 为 0 开始 . 与 子 区 
间 法 不 同 的 是 , 再 生 方 法 的 特性 会 导致 不 同 的 批 次 有 不 同 的 时 间 长 度 . 

虽然 再 生 方 法 可 以 减轻 自 相关 性 的 影响 , 但 是 它 存在 的 缺点 是 , 如 果 给 定 总 的 
仿真 运行 长 度 , 那么 批 次 的 数目 比较 小 , 这 是 因为 我 们 无 法 预计 一 个 新 的 批 次 什么 
时 候 开 始 以 及 这 个 批 次 要 持续 多 长 时 间 . 在 稳 态 条 件 下 , 我 们 期 望 每 个 批 次 的 开始 
时 间 都 是 均匀 地 间隔 开 . 

在 再 生 方 法 中 , 批 次 i 的 均值 计算 方法 一 般 定义 为 两 个 随机 变量 a; 和 b, 的 比 
值 , BI z; = H, 其 中 a; 和 b; 的 定义 依赖 于 所 要 计算 的 变量 . 具体 来 讲 , 如 果 变 量 
是 基于 时 间 的 , 那么 a; 表示 曲线 下 方 的 面积 , b; 等 于 对 应 的 总 时 间 . 如 果 变 量 是 基 
于 观测 的 , 那么 a; 等 于 批 次 i 内 的 观测 值 总 和 , b; 等 于 相应 观测 值 的 数目 . 

因为 ri 是 两 个 随机 变量 的 比 , 所 以 样本 平均 的 一 个 无 偏 估计 可 以 表示 为 


n 
» Yi 
NET 
n 


其 中 ， 
.naü _ (n - 1)(na — ai) 


b nb — bj 
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在 这 种 情况 下 , 置信 区 间 依 赖 于 v; 的 均值 和 标准 差 . 
例 16.6-2 

16.13 表示 了 在 有 3 个 并 行 服务 台 的 单个 设备 中 的 忙碌 的 服务 台数 目 . Dj 
真实 验 时 间 长 度 为 35 个 时 间 单 位 , 瞬 态 期 的 时 间 长 度 为 4 个 时 间 单 位 . 使 用 再 生 
方法 估计 设备 的 平均 使 用 率 . 


忙碌 的 服 
务 台 数目 


5 10 15 20 25 30 35 
仿真 时 间 


16.13 P 16.6-2 中 忙碌 的 服务 台数 目 作为 仿真 时 间 函 数 的 变化 情况 


TERIS UL JE, 图 16.13 给 出 了 4 个 批 次 , 每 个 批 次 都 是 从 3 个 服务 台 全 
为 空闲 时 开始 . 下 表 给 出 了 相应 的 a; 和 b; 的 值 : 


批 次 5 Qs bi 
1 12 9 
2 6 5 
3 10 10 
4 6 了 

均值 ü = 8.50 b= 7.75 

根据 这 些 数据 可 以 得 到 : 
4x85 (4-1)x(4x85—-a) | 102 — 3a; 
六 一 775 4x 7.16 b; 7439-7 731-5 
这 些 计 算 可 以 使 用 Excel BUR excelRegenerative.xls 更 自动 地 计算 . 


习题 16.6A 
1. 在 例 16.6-1 中 , 使 用 子 区 间 法 计算 那些 必须 在 队列 中 等 待 的 顾客 的 平均 等 待 时 间 . 
*2。 在 仿真 模型 中 , 子 区 间 法 用 于 计算 批 次 的 均值 ， 瞬 态 期 估计 为 100, 每 一 个 批 次 也 刚好 是 
100 个 时 间 单 位 . 使 用 下 面 的 数据 , 它们 提供 了 顾客 等 待 时 间 与 仿真 时 间 的 关系 , 估计 平均 
等 待 时 间 的 95% 的 置信 区 间 . 
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时 间 区 间 等 待 时 间 

0-100 10, 20, 13, 14, 8, 15, 6, 8 
100-.200 12, 30, 10, 14, 16 
200-300 15, 17, 20, 22 

300-400 10, 20, 30, 15, 25, 31 
400-500 15, 17, 20, 14, 13 
500--600 25, 30, 15 


3. ÆA 16.6-2 H, 假定 每 一 个 批 次 的 开始 时 间 都 是 在 所 有 服务 台 恰 好 空闲 的 时 刻 . 那么 , 在 
图 16.13 中 , 这 些 时 刻 对 应 在 上 = 10, 17, 24, 33. 根据 再 生 点 新 的 定义 , 计算 服务 台 利 用 率 
的 95% 的 置信 区 间 . 

4. 在 单个 服务 台 排 队 模型 中 , 假定 仿真 系统 实验 时 间 为 100 小 时 , 仿真 的 结果 显示 只 有 在 下 面 
的 几 个 时 间 区 间 上 服务 台 才 是 忙碌 的 ， (0,10),(15,20),(25,30),(35,60),(70,80),(90,95). W 
态 期 的 时 间 长 度 估计 为 10 个 小 时 . 

(a) 定义 执行 再 生 方法 时 需要 的 观测 起 始点 . 

(b) 运用 再 生 方 法 , 计算 服务 台 平 均 利用 率 的 95% 的 置信 区 间 . 

(c) 对 于 同一 个 问题 , 假定 样本 数量 为 n= 5, 应 用 子 区 间 法 . 计算 相应 的 9596 的 置信 区 
间 , 并 且 将 这 个 结果 与 使 用 再 生 方 法 得 到 的 结果 进行 比较 . 


16.7 仿真 语言 


执行 仿真 模型 需要 两 种 不 同类 型 的 运算 : (1) 处 理 模型 事件 的 排序 存储 和 加 工 
的 文件 操作 ; (2) 有 关 随 机 样本 生成 和 模型 统计 数据 收集 的 算术 运算 和 记录 . 第 1 
种 类 型 的 运算 包括 链表 加 工 中 广义 的 逻辑 运算 , 第 2 种 类 型 需要 繁琐 和 耗 时 的 计 
算 . 由 于 这 些 计 算 的 特点 , 计算 机 成 为 完成 仿真 模型 计算 的 必要 工具 , 因而 也 就 促 
进 了 特殊 的 计算 机 仿真 语言 的 发 展 , 以 便于 能 够 更 方便 、 更 有 效 地 完成 这 些 计算 . 

可 用 的 高 散 仿 真 语言 分 为 两 大 类 : 

(1) 事件 时 间 表 类 ; (2) 过 程 模 拟 类 . 

在 事件 时 间 表 类 语言 中 ， 用 户 详细 描述 与 每 个 事件 的 发 生 相关 的 行为 ， 与 例 
16.5.1 节 中 的 过 程 大 致 相同 . 这 种 情形 下 语言 的 主要 作用 是 : (1) 从 分 布 中 自动 抽 
FE; (2) 按 发 生 时 间 上 顺序 存 储 和 取出 事件 ; (3) 收集 模型 统计 数据 . 

过 程 模拟 类 的 语言 则 是 使 用 可 以 相互 连接 形成 一 个 网 络 的 块 或 者 点 , 来 刻画 事 
$5 (transaction) 或 者 实体 (entity)( 即 , 顾客 ) 在 整个 系统 中 的 移动 情况 . 例如 , EE 
何 一 个 过 程 仿真 语言 中 都 有 3 个 显著 的 块 /点 : 一 个 源 点 来 产生 事务 , 一 个 队列 用 
于 放置 需要 排队 等 候 的 顾客 , 一 个 设备 用 于 给 顾客 提供 服务 . 定义 每 一 个 块 /点 , 其 
中 包含 可 以 使 得 仿真 自动 执行 所 需要 的 信息 . 例如 , 一 旦 指定 了 源 点 产生 顾客 的 时 
间 间 隔 , 过 程 模拟 类 的 语言 就 自动 知道 了 顾客 到 达 事 件 什么 时 候 发 生 . 实际 上 , HE 
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型 中 的 每 一 个 块 /点 都 包含 了 明确 的 仿真 网 络 中 实体 如 何 移动 以 及 什么 时 间 移 动 的 
指令 . 

与 事件 时 间 表 类 语言 一 样 , 过 程 模拟 类 的 语言 也 是 通过 同样 的 行为 内 部 驱动 
的 . 不 同 的 是 , 这 些 行动 都 是 自动 地 减轻 用 户 繁琐 的 计算 和 逻辑 细节 . 在 某 种 程度 
E, 可 以 把 过 程 模拟 类 的 语言 认为 是 基于 “黑箱 ”办 法 的 输入 -输出 思想 . 这 实质 上 
意味 着 过 程 模拟 的 语言 倾向 于 简单 易 用 . 

事件 时 间 表 的 语言 主要 有 SIMSCRIPT、SLAM 和 SIMAN. 经 过 多 年 的 发 展 ， 
这 些 语言 已 经 具有 过 程 模拟 的 能 力 . 这 3 种 语言 都 可 以 允许 用 户 在 高 级 语言 环境 
中 写 (部 分 ) 模型 , 例如 FORTRAN 或 者 C. 正 是 这 种 能 力 使 得 它们 可 以 模拟 更 复 
杂 的 情形 , 而 这 些 情形 不 能 使 用 原始 的 仿真 语言 直接 模拟 . 这 种 局 限 性 来 源 于 这 些 
语言 在 模型 队列 和 设施 之 间 移 动 事务 (或 者 实体 ) 所 使 用 的 受 限制 的 或 者 循环 的 规 
则 . 

如 今 仿真 市 场 上 几 个 主要 的 商用 软件 包 包 括 Arena、AweSim 和 GPSS/H, 这 
些 软件 包 使 用 扩展 的 用 户 界面 来 简化 建立 仿真 模型 的 过 程 . 它们 还 提供 动画 功能 ， 
使 得 系统 的 变化 成 为 可 视 化 的 . 然而 , 对 于 一 些 有 经 验 的 用 户 来 说 , 这 种 界面 反而 
会 制约 开发 仿真 模型 的 速度 , 因此 某 些 用 户 更 倾向 于 使 用 传统 的 程序 语言 来 开发 仿 
真 模型 , 如 C. Basic 和 FORTRAN. 


习题 16.7A? 


1. 顾客 随机 到 达 一 个 有 3 个 办 事 员 的 邮局 . 到 达 时 间 间 隔 服 从 期 望 是 5 分 钟 的 指数 分 布 . 一 
个 办 事 员 为 一 个 顾客 服务 的 时 间 服 从 期 望 为 10 分 钟 的 指数 分 布 , 所 有 到 达 的 顾客 排 成 一 
个 队列 , 等 待 空闲 的 办 事 员 . 运行 这 个 系统 的 仿真 模型 480 分 钟 , 然后 确定 下 面 的 各 个 指 
标 : 

(a) 顾客 在 队列 中 的 平均 等 待 时 间 . 

(b) 办 事 员 的 平均 利用 率 . 

(c) 将 得 到 的 结果 分 别 与 M/M/c 排队 模型 ( 见 第 12 章 ) 的 结果 和 MultiServerSimula- 
tor.xls 电子 表格 的 结果 进行 比较 . 

.电视 元 件 在 传送 带 上 以 每 小 时 5 个 的 均匀 速度 到 达 并 接受 检查 , 检查 时 间 服 从 10~15 分 
钟 的 均匀 分 布 . 根据 以 往 的 经 验 知道 , 有 2096 的 受 检查 元 件 会 被 调整 并 重新 接受 检查 , 调 
整 的 时 间 服 从 6~8 分 钟 的 均匀 分 布 . 运行 这 个 仿真 模型 480 分 钟 , 然后 确定 下 面 的 各 个 指 
bi: 

(a) 一 个 元 件 通过 检查 的 平均 时 间 . 
(b) 一 个 元 件 在 离开 这 个 系统 之 前 需要 接受 重复 检查 的 平均 次 数 . 

.小 鼠 被 困 在 迷宫 中 但 拼命 “ 想 出 来 ”. 经 过 尝试 一 段 服从 1~3 分 钟 的 均匀 分 布 的 时 间 之 后 ， 
它 有 3096 的 机 会 可 以 找到 正确 的 道路 , SUCHE ELITR HERI BUR, 253 分 钟 的 均匀 
分 布 的 时 间 , 然后 回 到 它 开始 尝试 的 地 方 , 并 进行 下 一 次 尝试 . 当然 , 小 鼠 可 以 党 试 任意 多 
的 次 数 , 但 是 任何 事情 总 有 结束 , 随 着 小 鼠 在 尝试 再 尝试 中 体力 的 消耗 , 如 果 在 经 过 一 段 服 


Q@ 利用 自己 选择 的 仿真 语言 完成 下 面 的 习题 ,或 者 使 用 BASIC. FORTRAN 或 C. 


N 


e 
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从 期 望 是 10 分 钟 , 标准 差 为 2 分 钟 的 正 态 分 布 的 时 间 之 后 , 它 仍 然 没 有 找到 出 口 的 话 将 死 
去 . 建立 一 个 仿真 模型 来 估计 小 鼠 可 以 获得 自由 的 概率 . 为 了 估计 这 个 概率 , 假定 模型 使 用 
100 只 小 鼠 . 


.在 汽车 制造 的 最 后 阶段 , 汽车 在 两 侧 各 有 一 个 工作 站 的 传送 带 上 传送 , 这 样 可 以 同时 对 汽 


车 的 两 侧 进行 加 工 . 左 侧 和 右 侧 的 加 工时 间 分 别 服从 157720 分 钟 和 18~22 分 钟 的 均匀 分 
dp, 汽车 在 传送 带 上 每 20 到 达 一 辆 . 仿真 这 个 过 程 480 分 钟 , 来 确定 左 侧 和 右 侧 工作 站 的 
利用 率 . 


.在 一 个 每 次 只 能 洗 一 辆 车 的 洗车 公司 , 汽车 到 达 的 时 间 间 隔 服从 期 望 为 10 分 钟 的 指数 分 


布 . 车 辆 到 达 以 后 排 成 一 个 队列 , 队列 最 多 只 能 有 5 辆 车 等 候 . 如 果 队列 已 满 , 那么 新 来 的 
车 不 得 不 去 其 他 的 洗车 公司 . 清洗 一 辆 车 的 时 间 服 从 10-15 分 钟 的 均匀 分 布 . 仿真 这 个 系 
统 960 分 钟 , 并 估计 一 辆 车 需要 在 洗车 间 的 平均 时 间 . 
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第 17 章 ”马尔 可 夫 链 


本 章 导读 “本章 介绍 马尔 可 夫 链 的 基本 背景 及 其 实际 应 用 , 包括 基于 费用 的 模 
型 . 马尔 可 夫 链 的 记 法 很 “麻烦 ”, 计算 上 也 比较 繁琐 . 针对 这 一 问题 , 我 们 尽 可 能 
采用 相对 简单 的 矩阵 记 法 . 在 计算 方面 , 我 们 提供 了 两 个 Excel 程序 , 用 于 作 任 意 
大 小 的 马尔 可 夫 链 的 基本 计算 , 包括 求 ” 步 转移 和 绝对 概率 值 、 平 稳 状 态 概率 以 及 
计算 遍历 以 及 吸收 链 的 首次 通过 时 间 . 这 两 个 电子 表格 程序 都 可 以 用 于 求解 节 后 
习题 . 

本 章 包括 17 个 例题 、2 个 电子 表格 程序 和 47 个 节 后 习题 . AMPL/Excel/Solver 
/TORA 程序 放 在 文件 夹 chl7Files F. 


17.1 马尔 可 夫 链 的 定义 


令 Xe 为 一 个 随机 变量 , 表示 在 时 间 t = 1,2,:…. 离散 点 上 的 系统 状态 . 这 个 随 
机 变量 族 {X} 就 形成 了 一 个 随机 过 程 (stochastic process). 一 个 随机 过 程 的 状态 
数 可 以 是 有 限 的 , 也 可 以 是 无 限 的 , 如 下 面 两 个 例子 所 示 . 
例 17.1-1 (机 器 维护 ) 

一 台 机 器 在 每 月 的 保养 维护 时 的 状态 条 件 用 较 差 、 一 般 或 良好 来 表征 . 对 第 t 
个 月 , 这 个 问题 的 随机 过 程 可 以 表示 为 


0， 若 机 器 条 件 较 差 
At = 1, 车 机 器 条 件 一 般 ,t= 1,2, 


2， 若 机 器 条 件 良好 


该 随机 变量 X, 是 有 限 的 , 因为 它 只 表示 3 个 状态 : 较 差 (0), 一 般 (1), 良好 (2). 
例 17.1-2 (机 件 加 工 车 间 ) 

工件 按 平 均 每 小 时 5 件 的 速率 到 达 某 机 件 加 工 车 间 . 到 达 过 程 服从 泊 松 分 布 : 
理论 上 , 在 时 间 区 间 (0,2) 内 , 它 允 许 0 到 无 穷 大 之 间 任 何 数量 的 工件 来 到 该 车 间 . 
这 一 描述 到 来 工件 的 无 限 状 态 的 过 程 为 : 


Xt = 0,1,2,.…. , t0 
一 个 随机 过 程 是 马尔 可 夫 过 程 (Markov process), 若 某 个 未 来 状态 的 发 生 仅 仅 
依赖 于 前 一 个 状态 .这 就 意味 着 ,对 给 定 的 时 间 顺 序 t0,t1,:… tn, 车 随机 变量 族 


{X} 具有 以 下 性 质 , 则 称 它 为 一 个 马尔 可 夫 过 程 : 
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P{X。 一 En|Xtn-ı = Tr-1,' Xto = zo} = P(X;, = Zn|Xt。， = zn_1} 


在 一 个 具有 n 个 完全 的 和 互 斥 状态 (结果 ) 的 马尔 可 夫 过 程 中 , 在 时 间 的 特定 
A t=0,1,2, 上 的 概率 通常 记 为 


Dij = P{X = 3|Xi-i =i}, i,j = 1,2,- N, t = 0,1,2,..- GT 


上 式 称 为 从 t— 1 时 的 状态 i 移动 到 上 时 的 状态 7 的 一 步 转移 概率 (one-step tran- 
sition probability). 按照 定义 , 我 们 有 


5-1 i=1,2, -n 
j 
pij 20, i, j—1,2,..,n 


为 了 方便 描述 一 步 转移 概率 , 采用 下 面 的 矩阵 记 法 : 


Dii P12 Pi3 coc Pin 

P21 P22 P23 ‘`` P2n 
P= . . . 

Dui Pn2 Pn3 ^^^ pnn 


矩阵 P 就 定义 了 我 们 所 称 的 马尔 可 夫 链 (Markov chain), HEME, 它 的 所 有 转换 
概率 p;; 都 是 固定 的 (稳定 的 ), 而 且 与 时 间 无 关 . 虽然 马尔 可 夫 链 可 以 包括 无 穷 多 
个 状态 , 本 章 只 介绍 有 限 多 个 链 , 因为 本 章 只 涉及 这 一 类 情形 . 

例 17.1-3 (园艺 师 问 题 ) 

每 年 园艺 季节 (4 月 到 9 H) 开始 的 时 候 , 有 一 位 园丁 要 对 土壤 条 件 进行 化 学 
试验 . 根据 试验 结果 , 把 新 园艺 季节 的 土壤 肥力 划分 为 下 面 的 3 种 状态 之 一 : (1) 良 
好 ; (2) 一 般 ; (3) RÆ. 这 位 园艺 师 通 过 多 年 的 观察 发 现 , 上 一 年 的 土壤 条 件 会 影响 
到 当前 年 的 肥力 , 而 且 这 种 情况 可 以 用 下 面 的 马尔 可 夫 链 来 描述 : 


下 一 年 系 
统 的 状态 
1 2 3 
人 年 系统 (1 /02 05 o3 
P= UR É E 0.5 J 
3 0 0 1 


这 些 转移 概率 表明 , 土壤 条 件 要 么 退化 了 , 要 么 保持 不 变 , 但 不 会 改善 . 如 果 今 
年 的 土壤 条 件 良好 (状态 1), WA 20% 的 机 会 使 得 明年 不 会 改变 , 有 50% 的 机 会 
明年 会 变 得 一 般 (状态 2), 而 有 30% 的 机 会 使 得 明年 会 退化 成 较 差 的 条 件 (状态 
3). 假如 今年 的 土壤 条 件 一 般 (状态 2), 则 明年 的 土壤 肥力 也 是 一 般 的 概率 为 0.5， 
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变 成 较 差 条 件 的 概率 也 是 0.5. 最 后 , 今年 较 差 的 土壤 条 件 (状态 3) 则 只 能 导致 明 
年 同样 的 土壤 条 件 (概率 为 1). 

该 园艺 师 可 以 通过 使 用 肥料 来 改变 转换 概率 P, 即 提高 土壤 肥力 . 在 这 种 情况 
下 , 转换 矩阵 就 变 成 了 : 


1 2 3 
1 0.30 0.60 0.10 
Pi=2 区 0.60 » 
3 0.05 0.40 0.55 


现在 通过 使 用 化 肥 可 以 让 退化 的 土壤 条 件 得 以 改善 , 有 1096 的 机 会 能 让 土壤 条 件 
从 一 般 变 成 良好 (从 状态 2 变 成 状态 1) 有 5% 的 机 会 能 让 土壤 条 件 从 较 差 变 成 良 
好 (从 状态 3 变 成 状态 1), 并 且 有 40% 的 机 会 能 让 土壤 条 件 从 较 差 改 变 成 一 般 (从 
状态 3 变 成 状态 2). 


习题 17.1A 


1. 一 位 工程 学 教授 每 两 年 就 要 购买 一 台新 的 电脑 , 他 从 3 种 型 号 中 选 购 ; M1、M2 和 M3. 如 
果 现 在 的 电脑 型 号 是 Ml 的 话 , 下 一 台电 脑 为 M2 型 的 概率 为 0.2, 购买 M3 型 的 概率 是 
0.15. 假如 他 现在 的 电脑 型 号 是 M2 的 话 , 下 一 台电 脑 为 M1 和 M3 型 的 概率 分 别 为 0.6 
和 0.25. 如 果 他 现在 的 电脑 型 号 是 M3 的 话 , 则 换 成 M1 和 M2 型 电脑 的 概率 分 别 为 0.5 
和 0.1. 用 马尔 可 夫 链 来 表示 这 一 情形 . 

*2， 一 辆 警车 在 一 个 已 知 有 坏蛋 的 社区 巡逻 . 在 巡逻 过 程 中 , 有 60% 的 机 会 能 按时 到 达 求助 现 
场 , 其 他 情况 下 警车 将 继续 正常 巡逻 . 在 收 到 求助 请 求 后 , 有 1096 的 机 会 会 取消 (在 这 种 
情况 下 可 恢复 正常 巡逻 ), 有 3076 的 机 会 该 警车 仍 在 响应 前 一 个 请 求 . 当 警 车 到 达 现 场 时 ， 
有 1096 的 机 会 嫌犯 已 经 跑 掉 了 (在 这 种 情况 下 警车 返回 巡逻 任务 ), 而 有 40% 的 机 会 会 立 
即 对 嫌疑 犯 进行 拘捕 , 其 他 情况 下 , 警察 会 对 该 区 域 进行 搜索 . 假如 发 生 拘捕 情况 , 有 6096 
的 机 会 会 把 嫌疑 犯 送 到 警察 局 , 其 他 情况 下 他 们 会 放 了 嫌疑 人 , 警车 返回 巡逻 任务 . 请 用 转 
移 和 矩阵 表示 警察 巡逻 的 概率 行为 . 

3. (Cyert 等 人 , 1963) 某 银行 提供 贷款 , 这 些 贷款 有 按期 偿还 的 , 也 有 迟 期 还 款 的 . 若 一 笔 贷 
款 的 还 款 晚 了 4 个 季度 (一 年 ) UL E, 银行 就 认为 该 贷款 是 坏账 , 将 其 注销 . 下 表 给 出 了 该 
银行 贷款 的 历史 纪录 . 


贷款 额度 REKER 还 款 历史 纪录 

$10 000 0 正常 还 款 $2 000, 还 $3 000 晚 了 1 个 季度 ， 
还 $3 000 晚 了 2 个 季度 , 其 他 晚 了 3 个 季度 

$25 000 1 正常 还 款 $4 000, 还 $12 000 晚 了 1 TFE, 
还 $6 000 MET 2 个 季度 , 其 他 晚 了 3 个 季度 

$50 000 2 正常 还 款 $7 500, 还 $15 000 MET 1 个 季度 ， 
其 他 还 款 晚 了 2 个 季度 

$50 000 3 正常 还 款 $42 000, 其 他 还 款 晚 了 1 个 季度 


$100 000 4 正常 还 款 $50 000 
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将 该 银行 的 贷款 情形 表示 为 一 个 马尔 可 夫 链 . 


4. (Pliskin and Tell, 1981) 对 患 有 肾脏 病 的 病人 可 采用 肾 移 植 手 术 , 或 者 进行 定期 透析 治疗 . 
在 任何 一 年 中 , 有 30% 的 患者 进行 了 尸体 肾 移植 , 有 10% 的 人 接受 了 活体 捐赠 的 肾 移植. 
在 进行 了 肾 移植 手术 的 第 2 年 , 有 3096 的 尸体 肾 移植 和 1596 的 活体 捐助 肾 移植 接受 者 需 
要 重新 进行 透析 治疗 , 这 两 组 病人 的 死亡 率 分 别 为 20% 和 10%. 在 透析 人 群 中 , 有 1096 
的 人 死亡 了 , 在 接受 肾 移植 后 存活 1 年 以 上 的 人 中 , 死亡 率 为 5%, 而 且 有 5% 需要 重新 进 
TT HET. 请 用 马尔 可 夫 链 表示 上 述 情形 . 


17.2 ”绝对 转移 概率 和 n 步 转移 概率 


给 定 状态 j 开始 时 的 初始 概率 a0 = {ofo)} 以 及 一 个 马尔 可 夫 链 的 转移 矩阵 
P, 在 n 次 转移 (n > 0) 后 处 于 状态 j 的 绝对 概率 按 如 下 计算 ， 
a) 2g pP 
a?) =a) P = a® pp = q(0 p? 
alt3) =a p = q(0 p? p = a® P’ 


继续 同样 的 步骤 , 我 们 得 到 
a™ = a9 p^, — 1,2,... 


矩阵 P" 称 为 n 步 转移 矩阵 (n-step transition matrix). 从 这 些 计 算 中 我 们 可 以 看 
出 


P” = PP 
或 
ph-p""p"  0c-mc-«cnm 
iX 58k JJ Chapman-Kolomogorov (t 3f & A $93, 9 X) 方程 . 
Bl 17.2-1 
下 面 的 转移 矩阵 应 用 于 施肥 情况 下 的 园艺 师 问题 ( 例 17.1-3): 


1 2 3 
1 /0.30 0.60 0.10 
P= 2| 0.10 0.60 0.30 
3 \0.05 0.40 0.55 


土壤 的 初始 条 件 为 良好 , 即 aO = (1,0,0). 求 1 个 、8 个 和 16 个 园艺 季节 以 后 系 


统 3 种 状态 的 绝对 概率 . 


0.30 0.60 0.10 


0.30 0.60 0.10 
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0.1550 0.5800 0.2650 


P?=| 0.10 0.60 0.30 |] 0.10 0.60 0.30 |=| 0.1050 0.5400 0.3550 
0.05 0.40 0.55/ \ 0.05 0.40 0.55 0.0825 0.4900 0.4275 
0.1550 0.5800 0.2650 0.155 0 0.5800 0.2650 

P^-| 01050 0.5400 0.3550 0.1050 0.5400 0.3550 
0.0825 0.4900 0.4275 0.0825 0.4900 0.4275 
0.106 79 0.53295 0.360 26 

=| 0.10226 0.526 45 0.37129 
0.099 50 0.52193 0.378 57 
0.106 79 0.532 95 0.360 26 0.106 79 0.532 95 0.360 26 

Ps=| 0.10226 0.52645 0.37129 0.102 26 0.526 45 0.37129 
0.099 50 0.52193 0.378 57 0.099 50 0.521 93 0.378 57 
0.101 753 0.525 514 0.372 733 

=| 0.101702 0.525 435 0.372 863 
0.101669 0.525 384 0.372 863 
0.101 753 0.525 514 0.372 733 V 0.101 753 0.525 514 0.372 733 

P'5—]| 0.101 702 0.525 435 0.372863 | | 0.101 702 0.525 435 0.372 863 
0.101669 0.525 384 0.372 863 J \ 0.101 669 0.525 384 0.372 863 
0.101659 0.524 54 0.372 881 

=| 0.101659 0.52454 0.372881 
0.101659 0.524 54 0.372 881 
因此 有 
0.30 0.60 0.10 
a) —(10 0)| 010 0.60 0.30 | = (0.30 0.60 0.1) 
0.05 0.40 0.55 


0.101 753 0.525 514 0.372 733 


a? = (1 0 0) | 0.101 702 0.525 435 0.372 863 


— (0.101 753 0.525 514 0.372 733) 


0.101 669 0.525 384 0.372 863 
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0.101 659 0.524 54 0.372 881 


0.101 659 0.524 54 0.372 881 
a(!9 =(1 0 0) 
0.101659 0.52454 0.372 881 


— (0.101 659 0.524 54 0.372 881) 


P? 的 各 行 与 绝对 概率 向 量 a(a) 几乎 完全 相同 , P's 的 情形 更 是 如 此 . 这 说 明 ， 
随 着 转移 次 数 的 增加 , 绝对 概率 与 初始 的 a( 无 关 . 在 这 种 情况 下 , 所 得 到 的 概率 
称 为 稳 态 概率 (steady-state probabilities). 
评注 “关于 马尔 可 夫 链 的 计算 相当 繁琐 excelMarkovChains.xls 是 一 个 方便 的 通 
用 电子 表格 程序 , 可 用 来 进行 这 些 计算 ( 见 后 面 例 17.4-1 B Excel RA). 


习题 17.2A 


1. 考虑 习题 17.1A 中 的 第 1 题 , 求 这 位 教授 在 未 来 4 年 中 将 会 购买 当前 型 号 电脑 的 概率 . 
*2. 考虑 习题 17.1A 中 的 第 2 题 , 假如 警车 现 正在 求助 现场 , 求 在 两 次 巡逻 中 会 发 生 拘捕 的 概 
率 . 

3. 考虑 习题 17.1A 中 的 第 3 BL. 假设 该 银行 现在 有 价值 $500 000 的 未 偿还 贷款 ， 其 中 
$100 000 是 新 贷款 , $50 000 拖延 1 个 季度 偿还 , $150 000 拖延 了 2 个 季度 , $100 000 拖 
延 了 3 个 季度 , 其 余 的 晚 了 4 个 季度 . 两 个 贷款 周期 以 后 , 这 些 贷款 的 情形 会 是 如 何 ? 

4. 考虑 习题 17.1A 中 的 第 4 题 . 

(a) 对 于 一 个 现在 处 于 透析 治疗 的 病人 , 在 未 来 2 年 内 接受 肾 移植 的 概率 是 多 少 ? 
(b) 对 于 一 个 现在 存活 了 1 年 以 上 的 病人 , 再 存活 4 年 的 概率 是 多 少 ? 


17.3 ”马尔 可 夫 链 中 状态 的 分 类 


一 个 马尔 可 夫 链 的 状态 可 以 按照 P 的 转移 概率 pi; 进行 分 类 . 

(1) 状态 j ERBAY (absorbing), 若 它 经 过 一 次 转移 肯定 会 返回 到 它 自身 , 即 
pj; =l. 

(2) 状态 j 是 肯 时 的 (transient), 若 它 能 达到 另 一 种 状态 , 但 不 能 从 另 一 种 状态 
回 到 自身 . 在 数学 上 , 若 对 所 有 的 ?，lim pP = 0, 则 会 出 现 这 种 情况 . 

(3) 状态 j 是 循环 的 (recurrent), 若 从 其 他 状态 返回 的 概率 为 1， 出现 这 种 情 
况 , 当 且 仅 当 该 状态 为 非 豚 时 的 . 

(4) 状态 j 是 周期 性 的 (periodic), 周期 为 + > 1, 若 仅 在 六 24 3t,… 步 可 能 出 
现 返回 . 这 就 意味 着 , 当 n 不 能 被 t 整除 时 , p? — o. 

根据 上 述 定义 , 一 个 有 限 的 马尔 可 夫 链 不 能 只 含有 瞬时 的 状态 , 因为 按照 定义 ， 
瞬时 性 要 求 进入 其 他 的 “陷阱 ” 状态 , 因此 不 会 返回 到 瞬时 状态 . 这 种 “陷阱 ”状态 
不 一 定 是 单一 的 吸收 状态 . 例如 在 链 
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1 0 0 
0 1 0 
0 03 0.7 
0 0.4 0.6 


oc coc 


中 , 状态 1 和 状态 2 是 瞬时 的 , 因为 一 旦 系统 被 “陷入 ”状态 3 和 状态 4 它们 就 
不 能 再 进来 了 . 在 这 种 情况 下 , 状态 3 和 状态 4 起 到 一 种 吸收 状态 的 作用 , 形成 一 
种 闭 集合 (closed set). 按照 定义 , 一 个 闭 集合 的 所 有 状态 必须 相通 (communicate), 
这 意味 着 有 可 能 从 任 一 个 状态 通过 一 步 或 多 步 转 移 到 达 这 个 集合 的 每 个 其 他 状态 ， 
即 对 于 所 有 的 ij EB n > 1, 00? > 0. 注意 到 状态 3 和 状态 4 都 可 以 是 吸收 状 
态 , WR pa = pu = 1. 在 这 种 情况 下 , 每 个 状态 都 形成 一 个 闭 集 合 . 

一 个 闭 的 马尔 可 夫 链 称 为 各 态 遍 历 的 (ergodic), 如 果 它 的 所 有 状态 都 是 循环 
的 而 且 是 非 周期 的 (没有 周期 性 )， 在 这 种 情况 下 , n 步 转移 后 的 绝对 概率 a™ = 
a(0 P^, Å n — oo 时 , 总 是 唯一 地 收敛 到 一 个 与 初始 概率 a 无 关 的 极限 (平稳 
状态 ) 分 布 , 我 们 将 在 17.4 节 进 一 步 说 明 . 
£i 17.3-1 (吸收 状态 和 瞬时 状态 ) 

考虑 园艺 师 不 用 施肥 情况 下 的 马尔 可 夫 链 . 


0.2 0.5 0.3 
P=| 0 05 05 
0 0 1 


状态 1 和 状态 2 是 瞬时 的 , 因为 它们 达到 状态 3 但 永远 不 会 返回 . 状态 3 是 吸收 
状态 , 因为 p33 = 1. 通过 计算 lim pi?) = 0, 也 能 看 出 这 些 分 类 结果 . 例如 


001 
po9 -—1]|o 0 1 
0 0 1 


这 说 明 经 过 多 次 转移 以 后 , 再 进入 瞬时 状态 1 和 状态 2 的 概率 为 0, 而 “陷入 ” 吸 
收 状 态 3 的 概率 为 1. 
例 17.3-2 (周期 状态 ) 

通过 计算 P^. 并 对 n = 2,3,4,… 观察 p? 的 值 , 可 以 检查 一 个 状态 的 周期 
性 . 这 些 值 只 有 在 状态 的 对 应 周期 是 正 的 . 例如 在 链 


0 0.6 0.4 
P=| 0 1 0 
0.6 04 0 
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中 , 我 们 有 


0.24 0.76 0 0 0.904 0.0960 
P=| 0 1 0 |, P= 0 1 0 ， 
0 0.76 0.24 0.144 0.856 0 


0.0576 0.942 4 0 0 0.976 96 0.023 04 
p*- 0 1 0 ， P= 0 1 0 


0 0.942 4 0.057 6 0.034 56 0.965 44 0 


对 于 n= 6,7,……， 继续 计算 P^ 表明 , 当 n 为 偶数 值 时 , p11 和 pas 为 正 的 , 其 他 为 
零 . 这 说 明 状态 1 和 状态 3 的 周期 为 2. 


习题 17.3A 
1. 对 下 列 马 尔 可 夫 链 的 状态 进行 分 类 . 若 状态 是 周期 性 的 , 求 其 周期 . 


1 1 1 0 
0 1 0 2 A4 4 
0.0 1 0 
*(a) |0 0 1 "ji oaa 
1 0 0 3 3 3 
0 0 0 1 
0 1 0 0 0 0 
005. 05. 0 0 0 
007 030 0 0 91 0 09 
(c) (d) | 0.7 03 0 
0 0 0 1 0 0 
0.2 0.7 0.1 
0 0 0 0 04 0.6 
0 0 0 0 02 0.8 


17.4 ”遍历 链 的 稳定 状态 概率 和 平均 返回 时 间 
在 遍历 型 马尔 可 夫 链 中 , 稳定 状态 概率 定义 为 
T= lim aj), j=0,1,2,... 
这 些 概率 与 (000) EX, 可 以 从 下 面 的 公式 求 出 : 


T=7D, X r= 
j 


(f£ n = r 忆 中 有 一 个 方程 是 元 余 的 .) r = 0 P 说 明 在 一 次 转移 后 , 概率 m 保持 不 
变 , 因此 , 它们 代表 稳定 状态 的 分 布 . 

稳定 状态 概率 的 一 个 衍生 结果 是 , 可 以 确定 系统 第 一 次 返回 到 状态 ; 之 前 的 
期 望 转移 步 数 , 这 被 称 为 平均 首次 返回 时 间 (mean first return time), 或 称 为 平均 循 
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环 时 间 (mean recurrence time), 并 且 在 n 个 状态 的 马尔 可 夫 链 中 按 下 式 计算 ; 
Hii = L, j = 1,2,--> ‘n 
j 
Bl 17.4-1 
为 了 求 施肥 情况 下 的 园艺 师 问 题 ( 例 17.1-3) 的 稳定 状态 概率 分 布 , 我 们 有 


0.3 0.6 01 
(m; 7» 73) = (m 759 73) 0.1 0.6 0.3 


0.05 0.4 0.55 
由 此 得 出 下 面 的 一 组 方程 : 


71 — 0.37; + 0.175 十 0.0573 
715 — 0.67, + 0.672 + 0.473 
73 — 0.171, + 0.372 + 0.5573 


71754 73-1 


记 住 前 3 个 方程 中 有 一 个 (任何 一 个 ) 是 元 余 的 , 这 组 方程 的 解 是 n = 0.101 7, 
72 = 0.525 4, Xs = 0.372 9. 这 些 概率 值 说 明 , 经 过 多 步 转移 后 , 土壤 条 件 大 致 为 ， 
1096 的 时 候 是 良好 的 , 52% 的 时 候 一 般 , 而 37% 的 时 候 较 差 . 

平均 首次 返回 时 间 的 计算 为 


= 9.83, u22 = = 2.68 


1 1 1 
mn = 91017 05254 71> 433 = 9.3729 
这 说 明 , 按照 土壤 当前 的 状态 , 大 约 要 花 10 个 园艺 季节 使 土壤 返回 到 良好 状态 , 2 
个 园艺 季节 后 返回 一 般 状 态 , 3 个 园艺 季节 返回 到 较 差 的 土壤 状态 . 这 些 结果 表明 
了 按照 所 提出 的 施肥 方案 , 土壤 条 件 改善 的 希望 并 不 乐观 , 需要 施用 更 多 的 肥料 才 
能 改善 这 种 状况 . 例如 考虑 下 面 的 转移 矩阵 , 其 中 转移 到 良好 状态 的 概率 比 前 面 的 


和 矩阵 要 更 大 些 : 
0.35 0.6 0.05 
P=| 03 06 01 
0.25 0.4 0.35 
在 这 种 情况 下 , ri = 0.31, ra = 0.58, ra = 0.11, 得 到 p11 = 3.2, p22 = 1.7, p33 = 8.9, 
这 与 前 面 的 “悲观 ”结果 正好 相反 . 


Excel 程序 
17.1 显示 了 使 用 通用 的 Excel 程序 excelMarkovChains.xls 对 园艺 师 例子 计 
算 ” 步 的 绝对 稳 态 概率 , 以 及 计算 任意 大 小 马尔 可 夫 链 平均 返回 时 间 的 输出 结果 . 
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计算 步骤 具有 自我 说 明 性 . 在 2a 步 中 , 可 以 采用 你 自己 的 一 套 编 码 覆 盖 这 些 默 认 
的 状态 编号 (1,2, 3,…). 在 执行 第 4 步 的 时 候 , 这 些 编码 会 在 电子 表格 的 其 他 地 方 
自动 更 新 . 


0.10175; 0.525514, 0.3 E 
下 0.1047] 0525435; 0.372864] 
3| 9.10167, 0.526384; 0.37284 


Bi 17.4-2 (费用 模型 ) 

考虑 施肥 情况 下 的 园艺 师 问题 ( 例 17.1-3). 假设 肥料 的 费用 为 每 线 $50, 并 且 
如 果 土 壤 条 件 为 良好 , 那么 花园 需要 2 WEH. 若 土壤 条 件 一 般 , 则 肥料 的 施用 量 
增加 25%; 车 土壤 较 差 , 则 增加 60%. 这 位 园艺 师 估计 , 假如 不 使 用 肥料 , 花园 的 年 
产值 为 $250; 若 施用 肥料 的 话 , 年 产值 $420. 那么 施肥 值得 吗 ? 

利用 例 17.4-1 中 的 稳 态 概率 , 我 们 得 到 


肥料 的 年 度 期 望 费用 = 二 2 x $50 x m + (1.25 x 2) x $50 x 72 
+ (1.60 x 2) x $50 x 73 
—100 x 0.101 7 + 125 x 0.525 4 + 160 x 0.372 9 
—$135.51 
增加 年 产值 =$420 — $250 = $170 


这 一 结果 表明 , 平均 来 讲 , 施用 肥料 的 净 收 益 为 $170 — $135.51 = $34.49, 因此 建议 
施肥 . 


习题 17.4A 


*1. 在 春季 的 某 个 晴朗 日 子 里 , MiniGolf 球场 的 收入 是 $2 000; 若是 阴 天 的 话 , 则 收入 会 下 降 
2096; 雨天 的 收入 会 减少 80%. 假如 今天 的 天 气 晴朗 ， 有 80% 的 机 会 明天 也 是 晴天 , 不 会 
下 雨 ; 如 果 是 阴 天 的 话 , 有 20% 的 机 会 明天 会 下 雨 , 而 明天 会 变 晴 的 机 会 有 30%. 如 果 今 
XH, 明天 也 下 雨 的 概率 为 0.8, 但 也 有 10% 的 机 会 明天 会 变 晴 . 


*5. 


17.4 遍历 链 的 稳定 状态 概率 和 平均 返回 时 间 635 


(a) R MiniGolf 球场 的 期 望 日 收入 额 . ”(b) 求 天 气 不 是 晴天 的 平均 天 数 . 


。 Joe 喜欢 去 饭馆 吃饭 , 他 最 喜欢 的 菜 有 墨西哥 菜 、 意 大 利 菜 、 中 国 菜 和 索 国 菜 . Joe 吃 一 顿 


墨西哥 餐 要 付 $10.00, 吃 一 顿 意 大 利 餐 需要 $15.00, 吃 一 顿 中 国 菜 得 $9.00, 而 吃 泰国 饭 要 
$11.00. Joe 的 饮食 习惯 很 有 规律 有 70% 的 机 会 , 今天 的 饭 是 重复 昨天 的 口味 , 而 换 成 其 
他 3 种 风味 餐 的 概率 相同 . 

(a) 他 每 天 的 餐 费 平均 要 花 多 少 钱 ? — (b) 隔 几 天 Joe 就 要 吃 一 次 墨西哥 和 餐 ? 


。 某 些 被 判 过 刑 的 人 技 四 种 状态 之 一 度 过 他 们 的 余生 : 自由 、 受审 、 蹲 监狱 、 缓 刑 . 每 年 初 的 


统计 表明 , 有 5096 的 机 会 一 个 服 过 刑 的 人 会 再 犯罪 并 且 受 到 审判 . 法 官 可 能 会 把 他 送 进 监 
狱 的 概率 为 0.6, 获得 缓刑 的 概率 是 0.4. 一 旦 进 了 监狱 , 有 1096 的 犯人 因为 表现 良好 而 获 
得 释放 . 而 在 缓刑 犯人 中 ,有 10% 的 人 又 犯 了 新 罪 而 受到 新 的 审判 , 其 中 有 50% 的 人 因 违 
犯 缓刑 令 被 抓 回 继续 服刑 , 有 10% 的 人 因 缺 少 证 据 而 被 释放 . 由 纳税 人 支付 惩处 犯人 有 关 
的 费用 . 据 估计 , 一 场 刑 事 审 判 的 费用 为 $5 000, 一 次 监禁 的 判刑 的 平均 费用 是 $20 000, 
缓刑 的 平均 费用 是 $2 000. 

(a) 求 每 个 犯人 的 期 望 费用 . 

(b) 隔 多 长 时 间 一 个 犯人 会 返回 监狱 ? 上 法 庭 受 审 ? 释放 ? 


. 一 家 商店 出 售 一 种 特殊 商品 , 每 日 需求 量 可 用 下 面 的 pdf 36m: 


日 需求 量 D 0 1 2 3 
P(D) 0.1 0.3 0.4 0.2 


该 商店 正在 对 两 种 订货 策略 进行 比较 : (1) 车库 存 水 平 小 于 2, 则 每 3 天 订 3 件 商品 , 否则 

不 订 ; (2) 如 库存 为 零 , 每 3 天 订货 3 件 , 否则 不 订 . 每 次 送 货 的 固定 订货 费 为 $300, 多 余 

商品 的 存货 费 是 每 件 每 天 $3. 采用 立即 送 货 方式 . 

(a) 为 了 让 订货 和 存货 的 总 期 望 日 费用 最 少 , 该 商店 应 采用 哪 种 订货 策略 ? 

(b) 对 这 两 种 订货 策略 , 比较 连续 两 次 用 完 库存 之 间 的 平均 天 数 . 

在 美国 有 3 种 所 得 税 纳 税 人 : 从 来 不 逃税 的 人 、 偶尔 逃税 的 人 和 总 是 逃税 的 人 .从 一 年 到 

下 一 年 的 税收 审计 检查 发 现 , 那些 从 不 逃税 的 人 中 , 有 95% 的 人 明年 还 属于 这 一 类 , 有 496 

的 人 会 变 到 “偶尔 逃税 ”类 , 而 且 剩 下 的 那 一 部 分 人 变 成 了 “总 是 逃税 ”类 . 对 那些 偶尔 逃 

税 的 人 , 6% 的 人 变 成 “从 不 逃税 ”的 人 , 有 9096 的 人 还 是 老 样子 , 而 496 的 人 则 变 成 了 

“总 是 逃税 ”. 而 对 于 总 是 逃税 的 那些 人 , 对 应 上 面 的 百分比 分 别 为 0%， 10%, 90%. 

(a) 用 马尔 可 夫 链 表示 这 个 问题 . 

(b) 经 过 多 次 转移 , “从 不 逃税 ”" “偶尔 逃税 ”和 “总 是 逃税 ” 这 3 类 人 员 所 占 的 百分比 
分 别 是 多 少 ? 

(c) 统计 表明 ,“ 偶 尔 逃 税 ” 类 的 纳税 人 每 次 逃税 约 $5 000,“ 总 是 逃税 ”类 的 人 群 逃 税额 
约 为 $12 000. 假定 平均 收入 税 税率 为 12%, 纳税 人 口 有 7 000 万 人 , 求 由 于 远 税 造 
成 的 年 税收 损失 . 


. Warehouzer 拥有 一 块 可 更 蔡 的 林地 用 来 种 松树 . 树木 按照 树龄 分 成 四 类 : 树苗 (0~5 年 )、 


幼 树 (5~10 年 )、 成 树 (11~15 年 ) 和 老 树 (15 年 以 上 ). 10% 的 树苗 和 幼 树 会 在 到 达 下 一 
4-8 RS L2 MEC. 对 于 成 树 和 老 树 , 有 50% RH, 只 有 5% 死亡 . 由 于 经 营 方式 的 更 蔡 
性 质 , 所 有 成 材 的 和 死亡 的 树木 在 5 年 周期 末 都 要 用 新 树 ( 苗 ) 替换 . 
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(a) 用 马尔 可 夫 链 表示 这 个 树林 更 替 问 题 . 
(b) 若 该 林地 总 共 可 种 500 000 BEBE, 求 树林 长 期 的 树木 类 型 构成 . 
(c) 如 果 每 棵 树 的 植树 成 本 为 $1, 一 棵 成 树 的 市 场 价值 是 $20, 求 树林 经 营 的 平均 年 收入 . 


人 口 的 动态 变化 受到 人 们 为 了 寻求 更 好 的 生活 质量 或 就 业 机 会 而 不 断 迁 移 的 影响 . Mobile 


市 有 市 内 人 口 、 郊 区 人 口 和 附近 的 农村 人 口 . 每 10 年 进行 一 次 的 人 口 普查 结果 表明 , 有 

10% 的 农村 人 口 搬 到 郊区 住 ,5% 的 人 搬 到 市 内 . 对 于 郊区 人 口 , 有 30% 的 人 搬 到 农村 地 

区 , 而 且 有 1596 HARATA. 市 内 人 口 不 会 搬 到 郊区 , 但 有 20% 的 人 会 搬 到 农村 去 过 平 

静 的 生活 . 

(a) 用 马尔 可 夫 链 表示 这 一 人 口 动态 问题 . 

(b) 若 整 个 Mobile WERA 20 000 农村 居民 、100 000 郊区 人 口 、30 000 市 内 居民 , 那 
么 10 年 以 后 、20 年 以 后 人 口 的 分 布 情况 会 如 何 ? 

(c) 求 Mobile 市 长 期 的 人 口 状 况 . 


.一 家 租车 公司 在 凤凰 城 、 丹 佛 、 芝 加 哥 和 亚特兰大 设 有 分 公司 . 该 公司 允许 单程 和 往返 租 


车 方式 , 使 得 在 一 地 租 的 车 可 以 异地 还 车 . 据 统计 , 每 个 周末 有 70% 的 租车 是 往返 的 , 而 对 

于 单程 租车 的 情况 是 : 从 凤凰 城 租 的 车 有 20% 是 去 丹佛 的 , 有 6096 是 去 芝加哥 的 , 其 他 

的 去 亚特兰大 ; 从 丹佛 租 的 车 中 , 有 4096 是 去 亚特兰大 的 , 有 60%% 去 艺 加 哥 ; 从 芝加哥 租 

的 车 中 , 有 50% 是 去 亚特兰大 的 , 其 他 的 是 去 丹佛 的 ; 而 从 亚特兰大 租 的 车 中 , 80% 去 了 

芝加哥 , 1096 去 丹佛 , 10% 开 往 凤凰 城 . 

(a) 将 这 一 情形 表达 为 马尔 可 夫 链 . 

(b) 假如 该 公司 每 周 开 始 在 每 个 地 点 投放 100 辆 车 的 话 , 两 周 后 车 子 的 分 布 情况 如 何 ? 

(c) 若 每 个 地 点 指定 最 多 接受 110 WE, 任何 一 个 分 公司 会 出 现 经 常 性 的 位 置 不 够 的 问 
题 吗 ? 

(d) 求 一 辆 车 返回 到 原先 地 点 需要 的 平均 周 数 . 


.一 家 书店 每 天 开始 时 都 要 检查 库存 情况 , 补充 到 100 本 的 水 平 . 过 去 30 天 的 数据 提供 了 


下 面 的 日 末 库 存量 : 1, 2, 0, 3, 2, 1, 0, 0, 3, 0, 1, 1, 3, 2, 3, 3, 2, 1, 0, 2, 0, 1, 3, 0, 0, 3, 

2, 1, 2, 2. 

(a) 将 每 天 的 库存 表示 为 一 个 马尔 可 夫 链 . 

(b) 求 该 书店 任何 一 天 无 书 可 卖 的 稳 态 概率 . 

(c) 求 期 望 日 库存 量 . 

(d) 求 连续 两 次 零 库 存 之 间 的 平均 天 数 . 

在 第 9 题 中 , 假设 日 需求 量 可 超出 供应 量 , 从 而 引起 短 侠 ( 负 库 存 ). 过 去 30 天 每 天 末 的 库 

存 水 平 如 下 : 1, 2, 0, 22, 2, 2, -1 21, 3, 0, 0, 1, —1, —2, 3, 3, —2, —1, 0, 2, 0, —1, 3, 

0, 0, 3, —1, 1, 2, -2. 

(a) 将 这 一 情形 表示 为 一 个 马尔 可 夫 链 . 

(b) 求 任何 一 天 库存 出 现 过 剩 的 长 期 概率 . 

(c) 求 任何 一 天 库存 出 现 短缺 的 长 期 概率 . 

(d) 求 任何 一 天 日 供应 量 刚好 满足 日 需求 量 的 长 期 概率 . 

(e) 若 每 天 末 每 本 剩余 书 的 存储 成 本 为 $1.5, 每 天 每 本 短缺 书 的 息 罚 费 为 $4.00, KER 
的 期 望 库存 费用 . 
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一 家 商店 在 一 周 开 始 时 有 至 少 3 台电 脑 , 每 周 需求 量 估计 为 0 台 的 概率 是 0.15, 1 台 的 概 

率 是 0.2, 2 台 的 概率 为 0.35, 3 台 的 概率 是 0.25, 4 台 的 概率 为 0.05. 需求 不 能 满足 时 可 

以 倒 冲 . 该 商店 的 订货 策略 是 , 一 旦 库存 水 平 下 降 到 3 台电 脑 , 则 要 求 下 周一 时 送 货 , 新 的 

补充 总 会 使 库存 恢复 到 5 台电 脑 的 水 平 上 . 

(a) 将 这 一 情形 表示 为 一 个 马尔 可 夫 链 . 

(b) 假定 这 周 开 始 有 4 台电 脑 , 求 丙 周末 订货 的 概率 . 

(c) 求 任何 一 周 没有 订货 的 长 期 概率 . 

(d) 假设 一 次 订货 的 固定 订货 费 是 $200, 每 台电 脑 每 周 的 存储 费 为 85, FESAI 
货 电 脑 的 惩罚 费用 是 $20, 求 每 周 的 期 望 库存 费用 . 

假定 每 次 订货 时 的 订货 量 刚 好 是 5 台 , 求解 第 11 题 . 

在 第 12 题 中 , 假设 对 0~5 台电 脑 的 需求 量 是 等 概率 的 , 进一步 假设 未 满足 的 需求 不 倒 冲 ， 

但 仍然 发 生 惩罚 费用 . 

(a) 将 这 一 情形 表示 为 一 个 马尔 可 夫 链 .  (b) 求 发 生 缺 货 的 长 期 概率 . 

(c) 假设 一 次 订货 的 固定 订货 费 是 $200, 每 台电 脑 每 周 的 存储 费 为 $5, 并 且 每 周 每 台 缺 
货 电 脑 的 惩罚 费用 是 $20, 求 每 周 的 期 望 订货 费用 和 库存 费用 . 

联邦 政府 希望 通过 发 放 年 度 项 目 经 费 来 促进 小 企业 发 展 , 项 目 采用 竞争 招标 方式 , 但 如 果 

企业 在 过 去 的 3 年 期 间 没 有 得 到 过 任何 经 费 , 则 获得 经 费 的 机 会 最 高 , 而 如 果 企 业 过 去 3 

年 中 每 年 都 得 到 过 经 费 , 则 机 会 最 低 . 具体 来 说 , 过 去 3 年 从 未 获得 过 经 费 情况 下 能 得 到 资 

助 的 概率 为 0.9, 若 得 到 过 一 次 经 费 , 这 一 概率 下 降 到 0.8, 得 到 过 2 次 经 费 的 下 降 为 0.7, 

而 得 到 过 3 次 资助 的 , 申请 到 本 次 经 费 的 概率 只 有 0.5. 

(a) 将 这 一 情形 表示 为 一 个 马尔 可 夫 链 . 

(b) 求 每 家 企业 每 年 获得 经 费 的 期 望 次 数 . 

Jim Bob 过 去 吃 过 许多 驾车 违章 罚款 . 不 幸 的 是 , 当今 的 技术 能 跟踪 到 这 些 过 去 的 罚款 纪 

X. 只 要 累计 得 到 4 次 罚单 , 他 的 驾照 就 会 被 吊销 , 直到 他 重新 上 完 一 次 驾驶 员 培 训 班 , 他 

的 违章 分 数 才 会 被 清 零 . 上 完 鸭 驶 员 培训 班 后 , Jin Bob 马上 又 不 在 平 了 , 5095 的 机 会 

他 又 会 被 警察 拦 下 罚款 了 . 每 次 收 到 新 的 罚单 后 , 他 才 会 更 加 小 心 一 些 , 把 受罚 款 的 概率 降 

低 了 0.1. 

(a) 用 马尔 可 夫 链 表示 Jim Bob 的 问题 . 

(b) 在 他 的 驾照 被 再 次 吊销 之 前 , Jim Bob 被 警察 拦 下 的 平均 次 数 是 多 少 ? 

(c) Jim Bob 失去 驾照 的 概率 是 多 少 ? 

(d) 假如 每 次 罚款 额 为 $100, 被 连续 两 次 吊销 驾照 之 间 Jim Bob. 要 平均 被 罚 多 少 钱 ? 


17.5 ”首次 通过 时 间 
17.4 节 用 稳 态 概率 计算 了 状态 j 的 平均 首次 返回 时 间 jj;. 在 本 节 里 , 我 们 讨 


论 如 何 求 平均 首次 通过 时 间 (mean first passage time) pij, 即 第 一 次 从 状态 i 转移 
到 状态 j 所 需要 的 平均 转移 数 ， 计 算 的 依据 是 求 从 状态 i 到 状态 j 至 少 一 次 通过 
的 概率 万 ,计算 公式 为 fo = D SP 其 中 应) 是 经 过 n 次 转移 从 状态 i 到 状态 
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j 第 一 次 通过 的 概率 . £O) 的 表达 式 可 从 下 式 递归 求 出 : 
nl 
PP = + 
k=1 


BERBERE P = |lpijll 有 m 个 状态 . 
(1) 8$ fij < 1, 不 能 确定 系统 会 从 状态 i 通过 到 状态 j, 并 且 pu = oo. 
(2) 车 fij = 1, 则 马尔 可 夫 链 是 遍历 的 , 并 且 从 状态 i 到 状态 ; 的 平均 首次 通 


过 时 间 为 2 
Hij = DS nj 
n=1 
在 m 转移 矩阵 P 中 , 求 所 有 状态 的 平均 首次 通过 时 间 的 一 种 更 加 简单 的 方法 是 
用 下 面 的 矩阵 公式 : 
lil = (I — Ny) 1, jg i 
其 中 
I — (m — 1) 维 单位 矩阵 
NN; = 转移 矩阵 P 去 掉 目 标 状态 7 的 第 7 行 和 第 7 列 
1- BUB ZO 189 (m - 1) 维 列 向 量 
gx S (I- N71 是 将 U- Nj)? 的 各 列 相 加 . 
例 17.5-1 
再 考虑 施肥 情况 下 的 园艺 师 问 题 的 马尔 可 夫 链 . 


0.30 0.60 0.10 
P= | 0.10 0.60 0.30 
0.05 0.40 0.55 


为 了 说 明 从 所 有 其 他 状态 到 某 个 指定 状态 的 首次 通过 时 间 的 计算 过 程 , 考虑 从 
状态 2 和 状态 3( 一 般 和 较 差 ) 通过 到 状态 1( 良 好 ). 因此 j = 1, 并 且 


-1 
0.60 0.30 0.4 —0.3 7.50 5.00 
Mi= (oao oss): -Ny = (G0r esr) 
0.40 0.55 —0.4 0.45 6.67 6.67 


nd (^) - (19 i) (1) H (o) 

uai 6.67 6.67/ V1 13.34 
这 说 明 平 均 要 花 12.5 个 季节 从 一 般 土壤 条 件 过 流 到 良好 土壤 , 并 需要 13:34 个 季 
节 从 较 差 的 土壤 变 到 良好 的 土壤 . 
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可 以 进行 类 似 的 计算 从 (I — IN) 得 到 js 和 jz, 以 及 从 (I 一 Ns) 得 到 ug 
和 u23, 如 后 面 所 示 . 


Excel 程序 

可 以 用 Excel 程序 excelFirstPassTime.xls 方便 地 计算 平均 首次 通过 时 间 . 
17.2 显示 了 关于 例 17.5-1 的 计算 结果 . 电子 表格 的 Step 2 自动 按照 Step 1 给 定 
的 维 数 将 转移 矩阵 P RPI. 在 Step 2a 中 , 可 以 用 自己 的 编码 覆盖 第 6 行 的 默 
认 状 态 编码 , 这 些 编码 然后 会 自动 变换 到 整个 电子 表格 中 ， 输 入 了 转移 概率 以 后 ， 
Step 3 会 创建 矩阵 了- P, Step 4 根据 工 - P 来 创建 了 - Ni (j = 1,2,3). 可 以 
复制 了 工 - 已 和 状态 代码 , 并 粘贴 到 目标 位 置 上 , 然后 用 适当 的 前 切 和 粘贴 操作 去 掉 
I-P RR ; 行 和 第 7 列 . 例如 , 要 创建 — N, 首先 复制 工 - 已 和 它们 的 状态 编 “ 
码 到 选 定 的 目标 位 置 , 接 下 来 , 把 已 复制 的 矩阵 的 第 3 列 拉 黑 , 前 切 下 来 , 并 粘贴 到 
第 2 列 , 这 样 就 去 掉 了 第 2 列 . 类 似 可 把 得 到 的 矩阵 的 第 3 行 拉 黑 , 前 切 并 粘贴 到 
第 2 行 上 , 这 样 就 去 掉 了 第 2 (T. 所 创建 的 (I - N) 自动 代入 了 正确 的 状态 编码 . 


D bearbing 


17.2 WRH 17.5-1 首次 通过 时 间 的 Excel 电子 表格 程序 (文件 excelFirstPassTime.xls) 


—HélstT I- N;, HAER (1 - N;)-! 在 目标 位 置 上 给 出 . 相应 计算 如 图 
17.2 的 求 (I — N31) BIER: 

(1) Æ E18 中 输入 公式 -MINVERSE(B18:C19) 

(2) 拉 黑 E18:F19, 用 来 放 逆 和 矩阵 . 

(3) 按 F2 键 . 

(4) 按 CTRL+SHIFT+ENTER. 


640 第 17 章 马尔 可 夫 链 


从 状态 2 和 状态 3 到 状态 1 的 首次 通过 时 间 的 值 通过 对 逆 矩 阵 行 的 求 和 来 计 
算 , 即 在 H18 中 输入 =SUM(E18:F18), 然后 把 H18 复制 到 H19. 在 对 ;= 2 和;i=3 
创建 了 了 一 和 N 以 后 , 通过 复制 E18:F19 到 E22:F23 和 E26:F27, 以 及 复制 H18:H19 
到 H22:H23 和 H26:H27 自动 进行 其 他 的 计算 . 
一 
习题 17.5A 


*1， 一 个 老鼠 迷宫 由 图 17.3 所 示 的 路 径 组 成 . 路 口 1 是 迷宫 的 入 口 , 路 口 5 是 出 口 . 在 任何 一 
个 路 口上 , 老鼠 等 概率 地 选择 已 有 的 路 径 . 当 老 鼠 到 达 路 口 5 时 , 允许 老鼠 在 迷宫 中 再 往 
回 走 . 

(a) 用 马尔 可 夫 链 表示 这 个 迷宫 问题 . 

(b) 求 老鼠 从 路 口 1 开始 , 经 过 3 次 试 走 后 到 达 出 口 的 概率 . 
(c) 求 该 老鼠 找到 出 口 的 长 期 概率 . 

(d) RAMO 1 到 达 出 口 点 所 需要 的 平均 试 走 次 数 . 


2 人 5 
1 4 
17.3 习题 17.5A 第 1 题 的 老鼠 迷宫 


2. 在 第 1 题 中 , 假如 更 多 的 选择 (路 线 ) 加 到 迷宫 中 , 到 达 出 口 点 所 需要 的 平均 试 走 次 数 会 增 
加 还 是 减少 ? 通过 在 路 口 3 和 路 口 4 之 间 增 加 一 条 路 径 来 说 明 你 的 答案 . 

3. Jim 和 Joe 用 5 个 筹码 玩 一 个 游戏 , Jim 有 3 个 筹码 , Joe 有 2 个 筹码 . 游戏 从 投掷 一 枚 
硬币 开始 . 若 结果 是 正面 朝 上 , Jim 给 Joe1 个 筹码 ; 否则 , Jim 从 Joe 那里 得 到 1 个 筹 
Bj. 当 Jim 或 Joe 得 到 所 有 的 筹码 , 游戏 结束 . 现在 , 有 3096 的 机 会 Jim 和 Joe 会 继续 
玩 这 场 游 戏 , 还 从 Jim 有 3 个 筹码 、Joe 有 2 个 筹码 开始 . 

(a) 用 马尔 可 夫 链 表示 这 个 游戏 . 

(b) 求 3 次 投掷 硬币 后 Joe 获胜 的 概率 . 求 3 次 投掷 硬币 后 Jim 获胜 的 概率 . 
(c) 求 一 次 游戏 结束 Jim 获胜 的 概率 , Joe 获胜 的 概率 . 

(d) K Jim 获胜 之 前 所 需要 的 平均 掷 币 次 数 , Joe 获胜 之 前 所 需要 的 平均 次 数 . 

4. 一 个 参加 植物 学 培训 的 业余 园艺 师 正在 进行 一 项 科学 实验 , 把 粉色 芒 屁 花 与 红色 、 枪 色 和 
白色 芒 尾 花 进 行 交叉 授粉 . 他 的 每 年 一 次 的 实验 表明 , 粉色 可 以 产生 60% 的 粉色 和 40% 
的 白色 , 红色 可 以 产生 出 40% 的 红色 、50% 的 粉色 和 1096 的 橙色 , 橙色 能 产生 出 25% 的 
REG. 5096 的 粉色 和 2596 的 白色 , 而 白色 可 以 产生 出 50% 的 粉色 和 50% 的 和 白色. 

(a) 用 马尔 可 夫 链 表示 这 个 园艺 师 的 实验 . 

(b) 如 果 他 用 同样 数目 的 每 种 壳 尾 花 开始 交叉 授粉 实验 ，5 年 以 后 的 分 布 情况 会 怎样 ? 长 
期 以 后 会 怎样 ? 

(c) 一 株 红色 的 芒 尾 花 平均 需要 多 少年 会 开 出 白花 ? 
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"5. 顾客 倾向 于 购买 某 些 特定 的 产品 品牌 , 但 会 受到 聪明 的 推销 和 广告 影响 而 可 能 改变 对 品牌 
的 偏好 . 考虑 3 种 品牌 的 情况 : A, B, C. 顾客 大 约 75% 的 时 候 会 “坚守 ”对 某 个 已 知 品牌 
的 忠诚 度 , 只 给 竞争 对 手 25% 的 机 会 改变 品牌 . 竞争 对 手 每 年 开展 一 次 广告 宣传 活动 . 对 
于 品牌 A 的 顾客 , 改变 为 购买 品牌 B 和 品牌 C 的 概率 分 别 为 0.1 和 0.15. 品牌 B 的 顾 
客 愿意 改 买 品牌 A 和 品牌 C 的 概率 分 别 有 0.2 和 0.05. 而 品牌 C 的 顾客 等 概率 地 转换 
到 品牌 A 和 品牌 B. 
(a) 用 马尔 可 夫 链 表示 这 一 情形 . 
(b) 长 期 以 后 , 每 个 品牌 的 市 场 占有 情况 如 何 ? 
(c) 平均 需要 多 长 时 间 能 让 品牌 A 的 顾客 转 到 品牌 B? 转 到 到 品牌 C? 


17.6 ”对 吸收 状态 的 分 析 
不 用 施肥 的 园艺 师 问题 的 转移 矩阵 为 


0.2 0.5 0.3 
P=| 0 05 05 
0 0 1 


状态 1 和 状态 2( 良 好 和 一 般 的 土壤 条 件 ) EM np 68, 状态 3( 较 差 的 土壤 条 件 ) 是 吸 
收 的 , 因为 一 旦 处 于 该 状态 , 系统 将 保持 不 变 . 马尔 可 夫 链 可 以 有 多 个 吸收 状态 . 例 
如 , 一 个 员工 可 能 一 直 在 同一 家 公司 就 职 直 到 退休 , 也 可 能 提前 几 年 辞职 (两 种 吸 
收 状态 ). 在 这 类 链 中 , 我 们 感 兴趣 的 是 , 在 已 知 系统 从 某 个 指定 的 瞬时 状态 出 发 的 
情况 下 , 如 何 求 到 达 吸 收 状态 的 概率 和 到 达 吸 收 状态 的 期 望 转移 步 数 . 例如 在 上 面 
的 园艺 师 问 题 的 马尔 可 夫 链 中 , 若 现在 的 土壤 条 件 良 好 , 我 们 希望 知道 土壤 条 件 变 
成 较 差 的 平均 园艺 季节 数 , 以 及 相应 这 一 转变 的 概率 是 多 少 . 

对 带 有 吸收 状态 的 马尔 可 夫 链 可 以 用 和 矩阵 形式 进行 分 析 . 首先 , 按 下 面 的 形式 


将 马尔 可 夫 链 进行 分 块 : 
( ) 
P= EI 
o|I 


这 个 分 块 矩 阵 要 求 所 有 的 吸收 状态 位 于 这 个 新 矩阵 的 右 下 角 . 例如 , 考虑 下 面 
的 转移 矩阵 : 
1 2 3 4 
1/02 03 04 01 
2|0 1 0 0 
~ 83|05 03 0 02 
4\0 0 0 1 


这 个 矩阵 P 可 以 重新 安排 并 分 块 为 
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1 3 2 4 
1/0.2 04 0.3 01 


0.5 . . 
p? 0 03 02 


在 这 种 情况 下 , 我 们 有 
02 04 03 0.1 1 0 
N- (s 0 ) A= (os o2) T= F 1) 
知道 了 AN 的 定义 以 及 全 1 元 素 的 单位 列 向 量 1, 可 以 证 明 ， 


从 状态 i 开始 到 达 状 态 7 中 的 期 望 时 间 = (1 — N) C R98 (i, 7) 个 元 素 
到 吸收 状态 的 期 望 时 间 =(T- N)! 
吸收 概率 =(T- N)-14 


£i 17.6-1? 

一 种 产品 依次 在 两 台 机 器 I 和 上 加 工 . 在 一 台 机 器 上 加 工 完 成 以 后 , 就 进行 
检查 . 596 的 机 会 这 件 产品 在 检查 之 前 就 发 现 是 废品 . 检查 后 有 3% 的 机 会 发 现 
产品 是 废品 , 有 7%% 的 机 会 可 以 回 到 同一 台 机 器 上 返工 . 其 他 情况 下 , 产品 通过 这 
两 台 机 器 上 的 检查 . 

(a) 一 个 部 件 从 机 器 I 开始 加 工 , 求 到 每 台 机 器 的 平均 次 数 . 

(b) 假如 一 批 产品 有 1 000 £F, 从 机 器 I 开始 加 工 , 可 生产 出 多 少 合格 产品 . 

对 于 马尔 可 夫 链 , 这 个 生产 过 程 有 6 种 状态 : 从 机 器 I 开始 加 工 (s1), 机 器 I 
加 工 后 进行 检查 (i1), 开始 在 机 器 I EMI (s2), 机 器 T 加 工 后 进行 检查 (i2), 在 I 
或 工 检查 后 发 现 是 废品 (J), I 检查 后 发 现 是 合格 品 (G). 产品 进入 J 和 G 状态 就 
终止 了 , 因此 J 和 G 是 吸收 状态 . 转移 矩阵 为 : 


(D I E J. Shamblin and G. Stevens, Operations Research: A Fundamental Approach, McGraw- 
Hill, New York, Chapter 4, 1974. 
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因此 有 
sl il s2 i2 J 
sl 0 095 0 0 0.05 
il . . . 
N_i 007 0 09 0 | A- 0.03 
s2| 0 0 0 0.95 0.05 
i2 0 0 007 0 0.03 0.9 


用 电子 表格 计算 程序 excelEx17.6-1.xls( 见 例 17.5-1 B Excel 程序 ), 我 们 得 到 


1 -0.95 0 0 N^! /1.07 1.02 0.98 0.93 
T-N) -0.07 1 -09 0 _ [0.07 107 1.03 0.98 
0 0 0  -—0.95 0 0 107 102 
0 0 -0.07 1 0 0 007 107 
1.07 1.02 0.98 0.934 /0.05 0 0.16 0.84 
Q- Ny)-A- 0.07 107 103 098||003 0 | |012 0.88 
0 0 107 102|]l005 0 0.08 0.92 


0 0 0.07 1.07 0.03 0.9 0.04 0.96 


(A-N) 的 头 一 行 给 出 了 一 个 零 部 件 从 机 器 I 开始 加 工 到 达 每 个 状态 的 平 
均 次 数 ， 具 体 来 说 , 机 器 I 为 1.07 次 , 检查 I 为 1.02 次 , 机 器 I 为 0.98 次 , 检 
查 工 是 0.93 X. 到 达 机 器 I 和 检查 I 的 次 数 大 于 1 的 原因 是 因为 返工 和 重新 检 
查 的 缘故 ， 另 一 方面 , 到 达 机 器 的 次 数值 小 于 1 的 原因 是 , 有 些 部 件 在 到 达 机 
器 I 之 前 就 发 现 是 废品 ， 的 确 , 在 (没有 发 现 废 品 并 且 不 需要 返工 的 ) 最 佳 条 件 
F, 和 矩阵 O- N) 将 表明 每 个 状态 只 到 达 一 次 (通过 把 所 有 状态 的 转移 概率 都 
设 成 1, 检验 这 一 结论 ). 当然 , 每 个 状态 的 停留 时 间 不 同 . 例如 , 假如 机 器 I 和 机 
器 I 的 加 工时 间 分 别 是 20 分 钟 和 30 分 钟 , 并 且 机 器 TRI I 的 检查 时 间 分 别 是 5 
分 钟 和 7 分 钟 的 话 , 则 从 机 器 I 开始 的 加 工时 间 (要 么 是 废品 , 要 人 么 加 工 完成 ) 是 
1.07 x 20 + 1.02 x 5 + 0.98 x 30 + 0.93 x 7 = 62.41 分 钟 . 

为 了 求 出 1 000 件 产品 的 成 品 数 , 我 们 可 以 从 (I — N) A 的 第 一 行 看 出 : 


一 件 产品 是 废品 的 概率 = 0.16 一 件 产品 是 成 品 的 概率 = 0.84 
这 意味 着 我 们 可 以 得 到 1 000 x 0.84 = 840 件 成 品 . 
习题 17.6A 


1. 在 例 17.6-1 F, 假设 机 器 I 和 TL 的 人 工 费 用 为 每 小 时 $20, 而 检查 的 每 小 时 人 工 费用 只 有 
$18. 进一步 假定 在 机 器 I 和 IL 上 加 工 一 件 产品 分 别 需要 30 分 钟 和 20 分 钟 , 每 台 机 器 上 

的 检查 时 间 都 是 10 分 钟 . 求生 产 一 件 成 品 (合格 品 ) 所 需要 的 总 人 工 费 用 . 
*2. 每 当 我 从 市 图 书馆 借 出 一 本 书 时 , 我 通常 都 尽量 一 周 后 还 回去 . 根据 书 的 薄 厚 和 我 闲暇 时 间 
的 多 少 , 有 30% 的 机 会 我 可 能 会 再 看 一 个 星期 . 假如 这 本 书 借 期 有 两 个 礼拜 了 , WA 10% 


oococ gn 
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*8. 


的 机 会 我 会 再 看 一 个 星期 , 但 是 我 绝对 不 会 三 个 星期 以 后 才 还 书 . 
(a) 用 马尔 可 夫 链 表达 这 一 情形 . 
(b) 求 还 给 图 书馆 之 前 书 在 我 手 上 的 平均 周 数 . 


- Æ Casino del Rio 赌场 里 , 一 个 赌 客 可 以 按 整 元 下 注 , 每 注 要 么 以 0.4 的 概率 赢 $1, 也 可 


能 以 0.6 的 概率 输 $1. 开 赌 时 他 手 上 有 3 美元 , 车 所 有 的 钱 都 输 了 , 或 者 赢 了 一 倍 ,赌博 
结束 . 

(a) 用 马尔 可 夫 链 表达 这 一 问题 . (b) 求 到 赌博 结束 前 的 平均 下 注 数 . 

(c) 求 赌博 以 他 手 上 有 了 $6 结束 的 概率 . 求 输 掉 所 有 $3 的 概率 . 


.Jim 必须 要 花 5 年 的 努力 完成 他 在 ABC 大 学 的 博士 学 位 . 可 是 他 非常 喜欢 学 生生 活 , 并 


不 着 急 完成 学 业 . 在 每 个 学 年 , 有 50% 的 机 会 他 可 能 会 休学 , 只 有 50% 的 机 会 去 修 全 时 

学 位 课 . 在 完成 了 3 个 学 年 以 后 , 有 30% 的 机 会 Jim 可 能 会 “放弃 了 ”, 只 得 到 一 个 硕士 

学 位 , 有 2096 的 机 会 下 一 年 休学 , 但 会 继续 修 博士 学 位 , 剩 下 50% 的 机 会 全 天 上 博士 课 

B. 

(a) 用 马尔 可 夫 链 表达 这 一 情形 . 

(b) R Jim 的 学 生生 涯 结束 前 的 期 望 学 年 数 . 

(c) R Jim 只 以 硕士 学 位 结束 他 的 学 业 旅程 的 概率 . 

(d) 假设 Jim 有 奖学金 支付 每 年 815 000 的 生活 费 (只 能 在 全 时 上 课 的 情况 下 ), 在 他 完 
成 学 业 前 花 了 多 少 钱 ? 


.一 个 职工 现在 55 岁 , 打算 62 SEH, 但 不 排除 提前 退休 的 可 能 性 . 每 个 年 末 , 他 都 会 考虑 


各 种 可 能 性 (是 否 继续 工作 ). 1 年 后 退休 的 概率 只 有 0.1, 但 每 过 了 一 年 都 会 增加 约 0.01. 
(a) 用 马尔 可 夫 链 表达 这 一 问题 . 

(b) 求 这 位 职工 一 直 留 在 公司 直到 62 岁 退休 的 概率 . 

(c) 假设 在 他 57 岁 时 , 求 他 提前 退休 的 概率 . 

(d) 假设 在 他 58 岁 时 , 求 他 退休 之 前 还 剩 的 期 望 年 数 . 


.在 习题 17.1A 的 第 3 题 中 , 求 下 列 各 值 . 


(a) 求 一 笔 贷款 要 么 重新 偿还 要 么 作为 坏账 损失 的 期 望 季 数 . 
(b) 求 一 笔 新 贷款 将 作为 坏账 勾 销 的 概率 . 求全 部 偿还 的 概率 . 
(c) 设 一 笔 贷款 已 经 6 个 月 了 , 求 直到 确定 了 贷款 状况 的 季度 数 . 


.在 男 单 网 球 锁 标 赛 中 , Andre 和 John 进行 争夺 冠军 的 决赛 , 五 局 三 胜 者 赢得 冠军 . 统计 表 


明 , 每 一 局 里 Andre 获胜 的 概率 为 6092. 

(a) 用 马尔 可 夫 链 表示 这 场 比 赛 . 

(b) 平均 来 讲 , 这 场 比赛 要 打 几 局 ? Andre 获得 冠军 的 概率 是 多 少 ? 

(c) 若 现 在 的 分 数 是 1 比 2, John 领先 , Andre 获胜 的 概率 有 多 少 ? 

(d) 在 (c) 中 , 求 离 比 赛 结束 剩 下 的 平均 局 数 , 并 解释 其 结果 . 

某 大 学 的 学 生 们 对 数学 系 教 的 一 个 学 期 的 初等 微 积分 课程 进度 太 快 表示 不 满 . 为 了 解决 这 
一 问题 , 数学 系 现在 把 初等 微 积 分 课 分 成 4 段 , 学 生 们 可 以 对 每 一 段 安 排 自 己 的 进度 , 学 完 
后 参加 一 个 测验 , 根据 测验 分 数 决定 进入 下 一 个 阶段 . 测验 每 4 个 星期 进行 一 次 , 以 便 让 
勤奋 的 学 生 能 在 一 学 期 内 学 完 4 个 阶段 的 课程 . 按照 这 种 自行 安排 进度 的 课程 , 几 年 以 后 


参考 文献 645 


*10. 


11. 


12. 


发 现 , 有 20% 的 学 生 不 能 按时 学 完 第 一 段 课程 , 不 能 按时 学 完 第 2 段 到 第 4 段 课程 的 学 

生 分 别 占 2296, 2595, 3096. 

(a) 用 马尔 可 夫 链 表示 这 个 问题 . 

(b) 按照 平均 , 一 个 学 生 从 这 个 学 期 开始 学 第 一 段 课程 , 他 下 学 期 能 选 高 等 微 积分 吗 ( 初 
等 微 积 分 是 基础 )? 

(c) 一 个 学 生 上 学 期 只 学 完了 第 一 段 课程 , 他 能 在 本 学 期 完成 所 有 的 初等 微 积 分 课 吗 ? 

(d) 你 会 建议 这 种 分 段 教学 方式 推广 到 其 他 的 初等 数学 课 吗 ? 为 什么 ? 


.在 某 大 学 里 , 从 助理 教授 晋升 到 副教授 需要 相当 于 5 年 的 资历 .每 年 进行 业绩 考核 , 对 申 


请 人 给 出 评语 : 一 般 、 良 好 、 优 秀 . 获得 一 般 评 语 就 等 于 察看 期 , 不 能 得 到 晋升 的 资历 . 评 
语 良好 相当 于 获得 1 年 的 资历 , 而 且 得 到 优秀 评语 就 加 上 2 年 的 资历 . 统计 表明 , 每 年 有 
1096 的 申请 人 被 评 为 一 般 , 70% 的 人 被 评 为 良好 , 其 他 的 是 优秀 . 

(a) 用 马尔 可 夫 链 表达 这 一 问题 . 

(b) 求 一 位 助理 教授 获得 晋升 所 需要 的 平均 年 数 . 

(Pfifer and Carraway, 2000) 一 家 公司 通过 直接 发 送 邮件 广告 争取 顾客 . 在 头 一 年 里 , 顾客 
购买 一 次 产品 的 概率 是 0.5, 第 2 年 降低 到 0.4, 第 3 年 为 0.3, 第 4 年 减少 到 0.2. 如 果 连 
续 4 年 都 没有 购买 的 话 , 就 把 这 名 顾客 就 从 邮寄 名 单 上 去 掉 , 购买 一 次 就 把 计数 重新 设 成 
零 . 

(a) 用 马尔 可 夫 链表 示 这 一 情形 . 

(b) 求 一 个 新 顾客 留 在 邮寄 名 单 上 的 期 望 年 数 . 

(c) 若 一 个 顾客 2 年 内 没有 购买 , 求 他 留 在 邮寄 名 单 上 的 期 望 年 数 . 

一 台数 控 机 床 的 设计 电压 标准 在 108112 伏特 . 若 电压 超出 这 个 范围 , 机 床 就 停止 工作 . 
这 人 台 机 床 的 电压 调制 器 能 检测 到 1 伏特 的 增 减 变化 . 经 验 表 明 , 每 15 分 钟 出 现 一 次 电压 
变化 , 并 且 在 允许 范围 内 (108~112 R) 电压 增加 1 伏特 、 保 持 不 变 或 者 降低 1 伏特 的 概 
率 相 同 . 

(a) 用 马尔 可 夫 链 表示 这 一 情形 . 

(b) 求 由 于 电压 低 (高 ) 造成 机 床 停止 工作 的 概率 . 

(c) 如 何 为 该 机 床 设 定 电压 , 使 得 它 的 工作 时 间 最 长 ? 

考虑 习题 17.1A 的 第 4 题 关 于 患 肾 衰 竭 的 病人 . 求 下 列 各 值 . 


(a) 病人 处 于 透析 治疗 的 期 望 年 数 。 ”(b) 一 个 开始 透析 治疗 的 病人 的 存活 年 数 . 

(c) 一 个 接受 了 肾 移 植 后 存活 一 年 或 以 上 的 病人 的 寿命 情况 . 

(d) 一 个 肾 移 植 后 存活 至 少 一 年 的 病人 在 透析 或 死亡 前 的 期 望 年 数 . 

(e) 那些 肾 移植 后 存活 一 年 或 以 上 的 病人 的 生活 质量 (假设 透析 年 数 少 表示 生活 质量 高 ). 
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第 18 章 ”经 典 最 优化 理论 


本 章 导读 经 典 最 优化 理论 利用 微分 学 来 求 出 无 约束 的 和 有 约束 的 函数 的 最 
大 值 点 和 最 小 值 点 GREA). 这 些 方法 不 一 定 适 用 于 高 效率 的 数值 计算 , 但 这 些 理 
论 为 大 部 分 非 线性 规划 算法 ( 见 第 19 E) 提供 了 理论 基础 本章 为 无 约束 极 值 问 
题 建立 了 必要 条 件 和 充分 条 件 , 并 对 等 式 约束 问题 给 出 了 雅 可 比方 法 和 拉 格 朗 日 方 
法 , 对 不 等 式 约束 问题 给 出 了 Karush-Kuhn-Tucker (KKT) 条 件 , 该 条 件 为 所 有 非 
线性 规划 问题 提供 了 最 具 统 一 性 的 理论 . 

本 章 包括 10 个 例题 ,1 个 电子 表格 程序 和 23 个 节 后 习题 . AMPL/Excel/Solver 
/TORA 程序 放 在 文件 夹 ch18Files F. 


18.1 无 约束 问题 


函数 FC) 的 极 值 点 定义 为 该 函数 的 一 个 极 大 值 点 或 者 极 小 值 点 ， 用 数学 公 
式 表示 , 一 个 点 Xo = (z9,… ,2z9,… ,z0) 是 一 极 大 值 点 , 若 


F(Xo +h) < f(Xo) 


对 所 有 的 h= (hi ,hj,… ,hn) 都 成 立 , 其 中 对 所 有 的 j, |hj| 充分 小 . 换 名 话说， 
E f 在 Xo 的 邻 域 内 的 每 个 点 上 的 值 都 不 超过 (X0), 则 Xo 是 一 个 极 大 值 点 . 类 
似 地 , Xo 是 一 极 小 值 点 , 若 


f(Xo +h) > f(Xo) 


18.1 给 出 了 一 元 函数 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 的 极 大 值 点 和 极 小 值 点 ， 点 zi, £2, 3, 
T4, T6 都 是 f(x) 的 极 值 点 , 其 中 z1, rs, zo 是 极 大 值 点 , zz 和 z4 为 极 小 值 点 . 
为 

f(ze) = max{f (z1), f (za), f(ze)] 


所 以 f(ze) 是 全 局 (global) 或 绝对 (absolute) 极 大 值 , f(z1) 和 f(x3) 为 局 部 (local) 
或 相对 (relative) 极 大 值 . 类 似 地 , f(z4) 是 局 部 极 小 值 , 而 f(x) 是 全 局 极 小 值 . 
虽然 (图 18.1 中 的 )z1 是 极 大 值 点 , 但 它 和 其 他 的 局 部 极 大 值 点 不 同 , 因为 在 
zi 的 邻 域 里 至 少 有 一 个 点 相应 的 f ESF f(z1). 在 这 种 情况 下 , 我 们 称 xz， 是 弱 
WAA (weak maximum), 而 称 zs 和 zo 是 强 极 大 值 点 (strong maxima). 一 般 地 ， 
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对 于 前 面 定义 的 h, Xo 是 一 个 弱 极 大 值 点 , 如 果 f(Xo +h) < f(Xo); Xo 是 一 强 
极 大 值 点 , 若 f(Xo-- h) < f(Xo). 


fia) 


a n T T Ta T5 78 b T 
18.1 单 变量 函数 极 值 点 的 示例 


在 图 18.1 中 , f 在 所 有 的 极 值 点 上 的 一 阶 导 数 (斜率 ) STE, 但 是 这 一 性 质 
在 拐点 (inflection) 和 鞍点 (saddle) 处 也 成 立 , 正如 点 zs 所 示 . 若 一 个 零 斜 率 ( 梯 
度 ) 点 不 是 极 值 点 ( 极 大 值 点 或 极 小 值 点 ), 则 它 必 是 拐点 或 鞍点 . 


18.1.1 必要 条 件 和 充分 条 件 


本 节 建 立 ”元 变量 函数 (X) 具有 极 值 点 的 必要 条 件 和 充分 条 件 . BE, f (X) 
的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 对 所 有 的 X 都 是 连续 的 . 
定理 18.1-1 Xo 为 f(X) 的 极 值 点 的 必要 条 件 是 


Vf(Xo) 2-0 
WEB] ”根据 泰勒 (Taylor) 定理 , 对 于 0 < 0 < 1, 
FXo +h) — f(Xo) = Vf(Xo)h-- 5A" Hh|x, on 
对 充分 小 的 |hjl, RA 3h7Hh 与 h 同 阶 , 因此 
FXo +h) - f(Xo) = VXOh + oh) s« VAX 
我 们 用 反 证 法 说 明 , Vf(Xo) ÆRMER Xo AURE. BURR, 则 对 某 个 j 


下 列 条 件 成 立 : 
PXO) <0 或 者 2 >0 
J 了 
适当 选择 h 的 符号 , 总 能 使 得 
af(Cxo) _ 0 


7 Tj 
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如 果 令 所 有 其 他 的 h 为 零 , 泰勒 展开 式 变 成 
(Xo +h) < f(Xo) 


这 一 结果 与 Xo 是 极 小 值 点 相 矛 盾 . 因此 Vf (Xo) VAF. 对 极 大 值 点 的 情况 可 
得 出 相 类 似 的 证 明 . 

因为 在 拐点 和 鞍点 处 总 是 满足 上 述 必 要 条 件 , 我 们 把 根据 Vf(Xo) = 0 得 到 
的 点 称 为 稳定 (stationary) A. 下 面 的 定理 建立 X9 为 极 值 点 的 充分 条 件 . 
定理 18.1-2 稳定 点 Xo 是 极 值 点 的 充分 条 件 是 , 在 Xo 点 的 Hesse (Y X) 矩阵 
H 满足 下 列 条 件 : 

(i) # H 是 正定 的 , 则 Xo 是 极 小 值 点 ; 

(ii) 2 H 是 负 定 的 , 则 Xo 是 极 大 值 点 . 
WEBB KRIER, 对 0 < 0 < 1, 


J(CXo+ 问 一 JCKo)  Vf(Xo)h + 2h" Hhix., on 
由 于 Xo 是 稳定 点 , 则 YJ(Xo) = 0 (定理 18.1-1). 因此 
J(Xo +h) - f(Xo) = 5&7 Hhlx, on 

E Xo 是 极 小 值 点 , 则 

F(Xo+h) > f(Xo), hg 0 
于 是 , 欲 使 Xo 是 极 小 值 点 , 则 必 有 

Sh" Hhlx, ion > 0 

由 二 阶 偏 导数 的 连续 性 , 对 充分 小 的 |hjl, 表达 式 JA Hh 在 Xo 和 Xo + 9h 点 
的 符号 必 相 同 . 由 于 A Hh, 定义 一 个 二 次 型 ( 见 附录 D3), 该 表达 式 (因而 
h7 Hh|x, con) 是 正 的 , 当 且 仅 当 Hx, 是 正定 的 . 这 就 意味 着 , 稳定 点 Xo 是 极 
小 点 的 充分 条 件 是 , 在 相同 点 上 的 Hesse 矩阵 是 正定 的 ， 即 由 Hx, 是 正定 的 , 必 
有 #4 了 Hh|xotoh > 0, 所 以 (Xo +h) > f(Xo), h # 0, 则 Xo 是 极 小 点 . 对 于 


Hesse 矩阵 为 负 定 的 情况 , 可 证 明 Xo 是 极 大 值 点 . 
例 18.1-1 


考虑 函数 
f(zi,z2,23) = z1 十 273 十 Z273 一 2 — a2 一 z? 
必要 条 件 VF(Xo) = 0 给 出 
of 


8s l1 2n-0 
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这 组 方程 的 解 为 


0 

让 =m-2zm=0 
9f =2 + z2 — 2r3 = 0 
Oz3 


124 
Xo = 5$) 


为 确定 该 稳定 点 的 类 别 , 考虑 


Hi|x, 


Oz20zr; O73 ÖT20£3 


a? of 02 f 
os OxiÓr3 T1023 一 2 0 
2 2 2 
xL Z Æl -| o 2 
o? a? ? 
PEAT HET po Xo 


(3,2, 3) 代表 极 大 值 点 . 


一 般 情况 下 , 若 H|x, 为 不 定 的 , Xo 必 为 一 鞍点 . 对 于 不 确定 情况 下 , Xo 可 
能 是 也 可 能 不 是 极 值 点 , 因此 充分 条 件 变 得 至 关 重 要 , 因为 这 时 必需 要 考虑 泰勒 展 


开 的 更 高 阶 项 . 


下 面 给 出 定理 18.1-2 中 的 充分 条 件 用 在 一 元 变量 函数 的 情形 . 已 知 yo 是 一 个 


稳定 点 , 则 


(i) 如 f"(yo) < 0, 则 yo 为 极 大 值 点 ; 
(ii) Æ f"(yo) > 0, 则 yo 为 极 小 值 点 . 
WR f"(yo) = 0, 则 按照 下 面 定理 的 要 求 , 必须 考察 更 高 阶 导数 . 


定理 18.1-3 已 知 yo 是 f(y) 的 稳定 点 , 若 前 (n 一 1) 阶 导数 均 为 零 , 且 f? (go) #0， 


则 


(i) d» n AAR, 则 yo 是 拐点 ; 


(i) 35 n 为 偶数 , 则 当 fU (uo) > 0 时 yo 是 极 小 值 点 , 当 fU (yo) <0 时 加 为 


极 大 值 点 . 
例 18.1-2 


18.2 画 出 了 以 下 两 个 函数 : 


f(y) 2 * 
g(y) - ? 


Fo] AD fF 


0 y 


图 18.2 函数 f(y) —y' 和 g(y) = y? 的 极 值 点 


0 1 -2 
H|x, 的 主子 行列 式 分 别 为 -2, 4, 6, 因此 如 附录 D.3 所 示 , Hix, 为 负 定 , Xo = 
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对 f(y) = y4, f'(y) = 4? = 0 给 出 稳定 点 yo = 0. 由 于 
f'(0) = f"(0) = f9(0) 2 0, f(9(0) 2 24» 0 
因此 , yo = 0 为 极 小 值 点 ( 见 图 18.2). 
对 gly) = 93. g'(y) = 3? = 0 得 出 yo = 0 为 稳定 点 , 另外 
g' (0) = g”(0),g® (0) =6 #0 
因此 yo = 0 是 一 个 拐点 . 


习题 18.1A 
1. 求 下 列 函 数 的 极 值 点 . 
*(a)e f(z) 2 3? 十 了 *(b) f(z) 2 z* +z? 
(c) f(z) 2 43! - 3? 5 (d) f(z) = (3z — 2} (2z — 3)? 


*(e) f(x) = 6r? — 4z3 +10 
2. 求 下 列 函数 的 极 值 点 . 
(a) f(X) = z] + 2$ — 31122 
(b) F(X) = 2z1 + zi + T3 -- (zi + T2 + £3) + 217273 
3. 证 明 函 数 
f(zi,22,23) = 2z12223 — 47lz3 — 2213 + T? + 22 + 22 — 2r1 — 4T2 + 473 
有 稳定 点 (0,3, 1), (0, 1, 71), (1, 2,0), (2, 1, 1), (2,3, — 1). 利用 充分 条 件 找 出 极 值 点 . 
*4. 通过 变换 成 无 约束 非 线 性 目标 函数 , 解 下 列 方程 组 . 
z2 — r? =0 
122— 21-2 
[提示 : min f?(zi,22) Æ f'(z1,22) = 0 处 达到 .] 
5. 证 明定 理 18.1-3. 


18.1.2 Newton-Raphson 方法 


651 


一 般 来 说 , 数值 求解 必要 条 件 方 程 VA(X) = 0 可 能 很 难 . Newton-Raphson 77 


法 是 求解 非 线 性 方程 组 的 一 种 迭代 法 . 
考虑 下 面 的 方程 组 : 


R(X)20, i-1,2,-.-,m 
$ X, 为 一 已 知 点 , 由 泰勒 展开 式 : 
fX) m Sfi(X k) + VEOXKXX - Xx) i=1,2,.,m 
因此 , 原来 的 方程 (X) 20, i = 1,2,… ,m 可 以 近似 为 
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ÁKOKX)- Vfl XX -X)=0, i=1,2,...,m 
此 方程 写成 以 下 矩阵 形式 : 
Ak + B(X- X,)—50 
E B, 非 奇异 , 则 
X-XX,- B; A, 

该 方法 的 思路 是 , 从 初始 点 Xo 开始 , 利用 上 面 的 方程 组 求 得 一 个 新 点 , 继续 
这 一 过 程 直到 两 个 连续 的 点 Xe M Xo 近似 相等 . 

18.3 给 出 了 该 方法 对 一 元 变量 函数 的 几何 解释 ， 对 于 一 元 变量 函数 f(z)， 
zk 和 sk 之 间 的 关系 变 成 


ansa A 

或 
7 — f(zk) 

f (zx) i Tk 一 Tk+1 

图 像 表 明 , zi41 由 f(z) TE zi 点 的 斜率 求 出 , 其 中 tano = f' (zk). 
J (a) 
f (%) 
| f (9 在 处 的 切线 
a Ty r 


Bea (RO 


18.3 Newton-Raphson 方法 的 迭代 过 程 示 意图 
该 方法 的 一 个 难点 是 , 当 p 的 性 质 不 佳 时 不 能 保证 收敛 ， 在 图 18.3 rh, 若 初 


始点 为 a 时 , 该 方法 就 会 发 散 . 一 般 来 讲 , 需要 采用 试 错 的 方法 , 以 便 找到 一 个 “好 
的 ”初始 点 . 
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例 18.1-3 
为 说 明 如 何 使 用 Newton-Raphson 方法 , 考虑 求 下 列 函数 的 稳定 点 : 


g(z) = (3z — 2)*(2z — 3)? 
要 求 出 稳定 点 , 需要 解 方程 
f(x) = g'(x) = 722? —234x? + 241z — 78 = 0 
因此 对 Newton-Raphson 方法 , 我 们 有 


jP(z)=216z2 — 468z + 241 
7233 — 234x? + 241x — 78 
216z? — 468z + 241 


从 zo = 10 开始 , 下 表 提 供 了 连续 的 迭代 结果 : 


Tkic— Tk 一 


fiz 


k Tk zu ZK 十 1 

0 10.000 000 2.978 923 7.032 108 
1 7.032 108 1.976 429 5.055 679 
2 5.055 679 1.314 367 3.741 312 
3 3.741 312 0.871 358 2.869 995 
4 2.869 995 0.573 547 2.296 405 
5 2.296 405 0.371 252 1.925 154 
6 1.925 154 0.230 702 1.694 452 
7 1.694 452 0.128 999 1.565 453 
8 1.565 453 0.054 156 1.511 296 
9 1.511 296 0.010 864 1 1.500 432 
10 1.500432 0.000 431 31 1.500 001 


该 方法 收敛 到 z = L5. 实际 上 , f(z) 在 > = 2, B, 3 有 3 个 稳定 点 . 剩 下 的 2 
个 点 可 通过 选择 不 同 的 初始 点 zo 找 出 来 , 事实 上 , 从 zo = 0.5 和 zo = 1 就 可 以 得 
出 另外 的 2 个 稳定 点 . 


Excel 程序 

程序 excelNR.xls 可 用 来 求解 任何 一 元 变量 方程 . 程序 要 求 在 单元 格 C3 输入 
f(z)/ f'(z), 如 对 于 例 18.1-3, 我 们 输入 

2(72*A3^3-234*A3^2*4241*A3-78) / (216*A43^2-468*A34241) 

变量 z AS 替代 , 程序 允许 设置 一 个 容许 上 限 值 A, 它 指定 zk 和 zk+l 之 间 的 可 
允许 差 作为 迭代 终止 的 信号 . 你 最 好 试 着 用 不 同 的 zo 来 感受 该 方法 的 工作 原理 . 

一 般 地 , 要 想得到 “所 有 的 ” 解 , 需要 使 用 多 次 Newton-Raphson 方法 ， 在 例 
18.1-3 中 , 我 们 事先 知道 方程 有 3 个 根 . 而 对 于 复杂 的 或 者 多 元 变量 的 问题 , 情况 
并 非 如 此 . 
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习题 18.1B 


1. 用 程序 NewtonRaphson.xls 求解 习题 18.1A 的 第 l(c) 题 . 
2. 用 Newton-Raphson 方法 求解 习题 18.1A 的 第 2(b) 题 . 


18.2 约束 问题 


本 节 介 绍 带 有 约束 的 连续 函数 的 最 优化 问题 . 18.2.1 节 介 绍 等 式 约束 的 情况 ， 
18.2.2 节 解 决 不 等 式 约束 问题 . 18.2.1 节 介绍 的 大 部 分 内 容 可 参见 Beightler 等 人 
(1979, pp. 45-55). 

18.2.1 等 式 约束 问题 


本 节 介 绍 两 种 方法 : 雅 可 比方 法 和 拉 格 朗 日 乘 子 方法 , 拉 格 朗 日 方法 可 从 雅 可 
比方 法 推出 . 这 种 关系 提供 了 拉 格 朗 日 方法 的 一 个 有 意思 的 经 济 学 解释 . 
有 约束 的 导数 ( 雅 可 比 ) 方法 ”考虑 问题 
min z= f(X) 
st. g(X)=0 


其 中 
X= (z1,z2,--- , Tn), g= (91,92, - dm). 


函数 SAX), (X), i = 1,2,… ,m 都 是 二 次 连续 可 微 的 . 

采用 有 约束 的 导数 的 思路 是 , 在 满足 约束 gX) = 0 的 所 有 点 上 , fX) 的 
一 阶 偏 导数 建立 一 个 闭 形式 的 表达 式 , 使 得 这 些 偏 导 数 等 于 零 的 点 即 为 对 应 的 稳定 
点 . 然后 再 用 18.1 节 得 到 的 充分 条 件 来 检验 这 些 稳定 点 的 极 值 性 . 


=U 
有 约束 的 最 优 
目标 值 的 等 值 线 


图 18.4 ” 雅 可 比方 法 原理 的 说 明 
为 了 进一步 说 明 提出 的 概念 , 考虑 图 18.4 展示 的 函数 f(z1, ra), 该 函数 在 约束 
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gi(z1, z2) = T2 一 b =0 
下 求 最 小 值 , Kb ob 为 常数 .由 图 18.4 可 以 看 出 , 由 3 个 点 4, B,C 所 确定 的 曲 
线 表示 满足 给 定 约束 的 f(z1,22) 的 值 . 有 约束 的 导数 方法 定义 了 f(z1,z2) 在 曲线 
ABC 上 任何 一 点 上 的 梯度 , 有 约束 的 导数 等 于 零 的 点 B 为 该 约束 问题 的 稳定 点 . 
现在 从 数学 上 推导 这 一 方法 . 利用 泰勒 定理 , 对 X 可 行 域内 的 X--AX,& 
们 有 
f(X+AX)— F(X) = VI(X)AX + O(Aa?) 
g(X + AX) - g(X) = Vg(X)AX + O(Az?) 
M Azi — 0, 公式 变 成 
Of(X) = Vf(X)8X, 8g(X) = Vg(X)0X 
为 保证 可 行 性 , 必须 令 g(X) = 0, 0g( X) = 0, 因此 有 
Of(X)— VI(X)OX=0 
Vg(X)0X —0 
这 是 (n-- 1) 个 未 知 变量 Of(X) 和 0X 的 (m + 1) 个 方程 . 注意 到 Of (X) 是 一 个 
相关 变量 , 因此 一 旦 9X 已 知 便 可 确定 它 . 这 意味 着 我 们 有 ”个 未 知 变量 的 m 个 
方程 . 

车 m > n, WEDA (m — n) 个 等 式 是 元 余 的 . 通过 消除 元 余 , 该 方程 组 可 简 
化 为 m & n 个 等 式 . 如 果 mm = n, 则 解 为 ox = 0 BH Xx 没有 可 行 域 , 即 解 空 间 只 
有 一 点 . 对 余下 的 情形 , m < n, 则 需要 进一步 推导 . 

定义 

X - (Y,Z) 
使 得 . 
Y= (y1,92,7 7 Ym), Z= (z1, 22,77 ; Zn-m) 
HE Y 和 2 分 别称 为 相关 变量 和 无 关 变 重重 新 写 出 用 Y 和 2Z 表示 的 1 和 4g 
的 梯度 向 量 , 我 们 得 到 


Vf(Y,Z)-(Vyf,Vzf) 
Vg(Y,Z)-(Vyg, Vzg) 


Vygı Vzg 
J-Vyg- : C-Vzgg-| : 
Vy $m V Zim 


定义 
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Jmxn RAET EERE, Cmxn-m 称 为 控制 矩阵 (control matirx)， 因 为 给 定 的 m 
个 方程 按 定义 为 独立 的 , 所 以 雅 可 比 矩 阵 J 非 奇异 . 向 量 Y 的 元 素 从 X 中 选择 ， 
并 使 得 J 是 非 奇异 的 . 

原来 0f (X) 和 6X 中 的 方程 组 可 重新 写成 


9f(Y,Z) - VyfðY + Vzf8Z 
HR 
JOY = -CDG 
由 于 J 非 奇异 , MAENE J, 因此 ， 
0Y = -J C02 
Of(X) 的 方程 中 用 8Y 替代 得 到 0f 作为 92 的 函数 , 即 
Of(Y,2)= (Vzf -VyfJ>C)ðZ 


从 这 个 公式 , 得 到 关于 独立 向 量 Z 的 约束 导数 : 


Vef = A = Vzf-VyfJ'!C 
其 中 Vef 称 为 f 关于 Z 的 约束 梯度 (constrained gradient) 向 量 , 因此 Vef(Y, 2) 
在 稳定 点 处 必 为 零 . 

这 一 充分 条 件 与 18.1 节 的 类 似 . Hesse 矩阵 对 应 于 独立 向 量 Z, 并 且 Hesse 4# 


阵 的 元 素 必 须 为 约束 二 阶 导数 . 为 了 说 明 如 何 得 到 这 一 条 件 , 令 
Vef =Vzf -WC 


这 样 就 得 到 , (约束 的 )Hesse 矩阵 的 第 i 行为 2Y-£L. 注意 到 W E Y 的 函数 , Y 又 
是 Z 的 函数 , 因此 根据 下 面 的 链 式 规则 可 求 出 Vef 关于 z 的 偏 导数 : 

Ow; ðw; Oy; 

zx Oy; Oz 


例 18.2-1 
考虑 下 面 的 问题 : 


f(X) 221 +322 + 52122 
g( X) zi1zs + 222 4 az —11-20 
go( X) — 22 -c2x125 4 22 — 14 - 0 
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给 定 可 行 点 X? = (1,2,3), 我 们 考察 在 X? 可 行 域内 f(—0.f) 的 变化 情况 . 
令 


Y = (zl,zs)， Z — 72 


因此 有 
of Of 
Vyj- (3L. xL)- (221 十 522, 107173) 
ð 
Vzf= Ərz 9f = 672 


ðn Ən 
Oz; Brs T3 Tı 
"-( )- ( 十 272 2.) 
8za | 2r9 十 2 
e-()- Cz) 
假设 我 们 需要 在 可 行 点 Xo = (1,2,3) 的 可 行 域内 对 独立 变量 za 的 微小 变化 
9z2 = 0.01 来 估计 Q.f. 我 们 有 


re Q-CÀ 3 
因此 约束 f 的 增加 信 为 


af = (Yzf - VyfJ^!C)0Z = (so — (47.30) ( -" ) O72 = —46.01025 


给 定 无 关 变 量 za 的 Oro (H, 相关 变量 z, 和 zs 的 可 行 的 9z1, zs 值 可 由 下 面 的 
公式 给 出 : 
BY ——J !COZ 


(58) - Js = —0.028 3 
对 于 给 定 的 0r, = 0.01, 我 们 现在 将 计算 得 到 的 af 值 与 差 值 F(Xo + 8X) - 
F(X) 进行 比较 . 


因此 对 8x2 = 0.01, 


Xo+OX = (1 — 0.028 3,2 + 0.01, 3 + 0.025) = (0.971 7,2.01,3.025) 


由 此 得 到 
f(Xo) = 58， f(Xo--8X) = 57.523 
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即 
f(Xo-- 8X) — f(Xo) = -0477 
量 —0.477 和 0.f = —46.010z; = —0.460 1 非常 接近 , 这 两 个 值 之 间 的 差 是 由 在 Xo 
处 计算 aS 的 线性 近似 所 引起 的 . 
习题 18.2A 


1. 考虑 例 18.2-1. 


(a) 用 例 中 给 出 的 两 种 方法 计算 0. f, 并 用 022 = 0.001 代替 025 = 0.01 计算 . 随 着 Om; 
减 小 , 线性 近似 的 效果 会 变 得 更 加 不 明显 了 吗 ? 
*(b) 说 明 在 可 行 点 Xo = (1,2,3) 处 保证 点 Xo + OX 可行 的 8X = (8z1, əzrə, 
azs) 的 元 素 之 间 的 关系 . 
(c) Æ Y = (z2,z3), Z = zi, 那么 0xi 应 是 多 少 , 才 会 产生 例 中 给 出 的 相同 o. f 值 ? 


例 18.2-2 
这 个 例子 说 明 如 何 使 用 约束 导数 考虑 问题 


min f(X) = z? + z2 + 22 
s.t. g (X) = Tı + T2 + 3zr3—2=0 
ga( X) —5z;--2z24-23—5-0 


如 下 求 约束 极 值 点 . 令 


Y -—(z,z2) Z= z3 


以 此 计算 ; 
Vys = (3L. RL) = angu) varo d = 2r 
[11 ac.(-$ 3 _13 
(2) (G a) C 
因此 有 
一 人 1 
a - asas) ( : $ JG) = Fa- See 
因此 确定 稳定 点 的 方程 组 为 
Vcef =0 
gi(X)=0 
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一 o eT AS 0o 


即 
10 —-28 6 Zi 0 
1 1 3 (=) = Ü 
5 2 1 Z3 5 


Xo ~ (0.81, 0.35, 0.28) 
用 充分 条 件 检查 这 一 稳定 点 . 由 于 zs 是 独立 变量 , 故 从 VS 得 到 


Orz3 3 \dzs 3 Vdzs 3' 3 dza 


dzs 
根据 雅 可 比方 法 ， 


所 得 到 的 解 为 


代 换 得 到 BL = 45 > 0, 因此 Xo 是 极 小 值 点 . 


雅 可 比方 法 中 的 灵敏 度 分 析 ” 雅 可 比方 法 可 用 来 研究 约束 右 端 项 小 量变 化 对 f 的 
最 优 值 的 影响 . 具体 来 说 , 就 是 9, (X) = 0 ER g:(X) = 0g; 会 对 f 的 最 优 值 到 什 
么 影响 . 这 一 类 研究 称 为 灵敏 度 分 析 (sensitivity analysis), 类 似 于 线性 规划 中 的 灵 
敏 度 分 析 ( 见 第 3 章 和 第 4 章 ). 但 是 , 非 线 性 规划 中 的 灵敏 度 分 析 只 在 极 值 点 的 小 
邻 域内 有 意义 . 灵敏 度 分 析 的 方法 有 助 于 对 拉 格 朗 日 方法 的 研究 . 

前 面 已 经 说 明了 


Əf(Y,Z)=VyfƏY +VzfðZ 


ðg=JƏY + CZ 


由 0g £z 0, 我 们 有 
OY = J-109g - J-!CƏZ 
代入 ASY, Z) 的 方程 中 , 得 
ðf(Y, Z) = Vy fJ !8g + V.f0Z 
其 中 (根据 前 面 的 定义 ) 
Vef = Vzf 一 VyJJ^ C 


8f(Y, Z) 的 表达 式 可 用 来 研究 在 可 行 点 Xo 的 可 行 邻 域 内 由 小 量变 化 0g 和 OZ 
所 引起 的 /的 变化 情况 . 
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在 极 值 点 (实际 上 是 任何 稳定 点 )Xo = (Yo, Zo) 处 约束 梯度 V.f 必 为 零 ， 
此 有 
Of(Yo, Zo) = Vy, fJ '0g(Yo, Zo) 


* à 
x -Vy,fJ 
小 量变 化 8g 对 /的 录 优 值 的 影响 可 以 通过 考察 f 关于 g 的 变化 率 来 研究 . 这 些 


变化 率 通常 称 为 灵敏 度 系 数 (sensitivity coefficient). 


例 18.2-3 
考虑 例 18.2-2 同样 的 问题 . 最 优点 由 Xo = (z0, £02, £03} = (0.81,0.35,0.28) 
给 出 . 由 于 Yo = (z0, 202), 故 


Vy, f = (2. 2) = (2x91, 2102) = (1.62, 0.70) 
进而 有 


(32 Of 


_2 1 
=~—, => ) = Vy, fJ! = (162,07 3 3 | = (0.086 7,0.306 7 
Z, L) = Yrs = ( à; j) ) 


这 意味 着 对 于 0gi = 1, f 近似 增加 0.086 7. 类 似 地 , 对 89g2 = 1, f 近似 增加 0.306 7. 
雅 可 比方 法 用 于 线性 规划 问题 ”考虑 下 面 的 线性 规划 : 


max z= 271 十 372 
s.t. 7; + T2 + T3 =5 
Ti — £2 十 Z4 一 3 


71,22, 23, 24 之 0 


为 了 处 理 非 负 性 约束 z; > 0, 使 用 替换 zj = w, 这 样 非 负 条 件 就 可 以 不 直接 表示 
出 来 , 原来 的 问题 变 成 
max z = 2w? + 3v2 
s.t. w? + w3 + w? = 5 


w? — w2 +w =3 


为 运用 雅 可 比方 法 , 9 


Y —(w;,w2), Z = (w3, wa) 
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(按照 线性 规划 的 术语 , Y 和 Z 分 别 对 应 于 基 变 量 和 非 基 变量 .) 因此 有 


2 2 A L 
>-( u 2) ri-(m e). wi, w #0 


2w —2u» Twa Twa 
2 0 
C= ( " 2.) , Vyf = (4u1, 6w2), Vzf = (0, 0) 
由 此 有 
4A- Ql 2w3 0 
— — 4w áw — f 
Vef = (0,0) iss) (5 &)( o as)" Coro 
Hi Vef = 0 得 到 方程 的 解 , 并 由 问题 的 约束 得 到 稳定 点 (wi = 2, w = 1, w = 0, 
wa = 0). Hesse 矩阵 为 


aif oif 
H. = ( Oews ae ) 一 -9 0 ) 
Bui. AA 0 1 

由 于 H. 是 非 定 的 , 稳定 点 不 是 极 大 值 点 . 

上 述 解 不 是 最 优 解 的 原因 在 于 , Y 的 Z 的 具体 选择 不 是 最 优 的 . 事实 上 , 要 找 
到 最 优 解 , 我 们 需要 不 断 改 变 对 Y 的 Z 的 选择 , 直到 满足 充分 条 件 . 这 相当 于 要 
找到 该 线性 规划 解 空间 的 最 优 极 值 点 . 例如 , 考虑 Y = (wo wa), Z = (ui, ws), 相 
应 的 约束 梯度 向 量变 成 


ii 0 2w1 2w 
Vef = (4,0) — (605,0) (2> i ) G ! o) — (_2w1, 6ws) 
2w4  Q2w4 w 


相应 的 稳定 点 为 w = 0, w = V5, w = 0,w, = V8. 因为 


H. = ( -2 0 
0 —6 
”是 负 定 的 , 该 解 是 极 大 值 点 . 

图 18.5 给 出 了 这 一 结果 的 图 形 解释 . 第 1 个 解 (z = 4, za = 1) 不 是 最 优 的 ， 
而 第 2 个 解 (z; = 0, za = 5) 是 最 优 解 . 可 以 验证 解 空 间 剩 下 的 两 个 (可 行 ) 极点 也 
不 是 最 优 的 . 事实 上 , 可 以 根据 充分 条 件 表 明 , 极点 (zi = 0, ra = 0) 是 一 个 极 小 值 

灵敏 度 系数 Vy FJ 当 用 于 线性 规划 时 给 出 对 侦 值 . 为 了 在 本 例 中 说 明 这 一 
点 , 令 wu 和 u 为 相应 的 对 偶 变 量 , 在 最 优点 (wi = 0, wz = V5, w = 0, wa = V8) 
处 , 这 些 对 侦 变 量 的 值 为 


=- 0 
(nu) = Vy I! = Gus (T 3 )- G0 
2wa4 


2w4 
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18.5 ”线性 规划 解 空间 的 极 值 点 


相应 的 对 偶 目 标 值 为 5u + 3ua = 15, 它 等 于 最 优 原始 目标 值 . 所 给 出 的 解 还 满足 
HAAR, 因此 是 最 优 可 行 解 . 这 表明 灵敏 度 系数 和 对 偶 变 量 是 一 样 的 . 事实 上 它 
们 有 着 同样 的 解释 . 

从 雅 可 比方 法 用 于 解 线性 规划 问题 中 , 可 以 得 出 一 些 一 般 性 的 结论 . 从 数值 例 
FH, 必要 条 件 要 求 独立 变量 等 于 零 . 此 外 , 充分 条 件 表 明 , Hesse 矩阵 是 一 个 对 和 角 
矩阵. 因此, 对 角 元 素 对 于 极 小 值 点 是 正 的 , 对 极 大 值 点 是 负 的 . 这 些 现象 说 明 , 必 
要 条 件 相当 于 说 , 要 找到 最 优 解 我 们 只 需 考虑 基本 (可 行 ) 解 . 在 这 种 情况 下 , 独立 
变量 等 价 于 线性 规划 中 的 非 基 变 量 . 此 外 , 充分 条 件 表 明了 Hesse 矩阵 对 角 元 素 与 
单纯 形 方法 中 最 优 性 指标 2; - c; ( 见 13.2 节 ) 之 间 的 密切 关系 ?. 


习题 18.2B 
1. 假定 按 下 列 方法 求解 例 18.2-2. 首先 , 约束 中 用 za 表示 zl z2, 然后 用 所 得 到 的 方程 表 
示 只 有 za 的 目标 函数 . 通过 求 新 目标 函数 关于 zs 的 导数 , 可 以 求 出 极 大 值 点 和 极 小 值 点 . 
(a) (用 zs 表示 的 ) 新 的 目标 函数 的 导数 与 用 雅 可 比方 法 得 到 的 导数 会 有 不 同 吗 ? 
(b) 所 提出 的 方法 与 雅 可 比方 法 有 什么 不 同 ? 
2. 选 定 Y = (12,23), Z = (x1), 用 雅 可 比方 法 求解 例 18.2-1. 
*#3。 用 雅 可 比方 法 求解 : 


min f(X)- yz 


i=1 


"n 
s.t. II =C 
i=l 


Q 关于 这 些 结果 对 一 般 线 性 规划 问题 的 正确 性 证 明 , 见 H. Taha and G. Curry, “Classical Derivation 
of the Necessary and Sufficient Conditions for Optimal Linear Programs," Operations Rese- 
arch, Vol. 19, pp. 1045-1049, 1971. 这 篇 文章 证 明了 , 单纯 形 方法 的 关键 思想 可 以 从 雅 可 比方 法 
导出 . 
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其 中 C 为 正常 数 . 假定 约束 的 右 端 项 变 成 C + 5, 6 是 一 个 正 小 量 . RH 了 最 优 值 相应 的 
变化 量 . 
4. 用 雅 可 比方 法 求解 
min f(X)- 5r? 十 z2 十 2ziz2 
s.t. g(X) 2 zizz 一 10=0 
(a) 若 约束 替换 成 z1z2 - 9.99 = 0, RE (X) 最 优 值 的 改变 量 . 
(b) 当 ziz2 = 9.99 JE B. 8z1 = 0.01, 在 可 行 点 (2, 5) 的 邻 域内 找 出 (XX) 值 的 改变 量 . 
5. 考虑 问题 : 
max f(X)- 2? + 272 + 10z2 + 5z1z2 
st. g(X) —zi-- zi 3220173 -5 — 0 
ga(X) — z? + 5zi122 +z? 一 7=0 
用 雅 可 比方 法 在 可 行 点 (1,1,1) 的 邻 域 中 找 出 A(X). 设 该 邻 域 由 98g1 = —0.01, 0g; = 
0.02, 02; = 0.01 确定 . 
6. 考虑 问题 
min f(X) = z? + z3 +z? +r? 
s.t. g(X) = zi-F2z2 + 373 + 5z4—10=0 
ga( X) = zı + 2z2 4-513 + 6x4 -15 = 0 
(a) 说 明 通过 选择 za, rs 作为 独立 变量 , 雅 可 比方 法 得 不 到 一 个 解 , ARRIRA. 
*(b) 用 zt zs 作为 独立 变量 求解 该 问题 , 并 用 充分 条 件 确定 所 得 到 的 稳定 点 的 类 型 . 


(c) 确定 (b) 中 给 出 的 解 的 灵敏 度 系数 . 
7. 考虑 线性 规划 问题 : 


max f(X)= Vas, 
j=1 


n 
s.t. 9(X) — Y ajz; — b; =0, i=1,2, -m 
j=1 
zj 之 0， j21,2,--,n 


忽略 非 负 约束 , 证 明 该 问题 的 约 东 导数 VL FOX) 给 出 了 与 由 线性 规划 问题 的 最 优 性 条 件 定 
X {z — cj} 相同 的 表达 式 , 即 


{z - c} = {CBB P; 一 cj}， 对 于 所 有 的 j 
约束 导数 方法 能 否 直 接 用 于 求解 线性 规划 问题 ? 为 什么 ? 
拉 格 朗 日 方法 ”在 雅 可 比方 法 中 , 令 向 量 和 表示 灵敏 度 系数 , BI 


- 0f 
a 1. 
A-Vy,J- 2g 
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因此 ， 
0f -入 0g =0 


因为 S£ 的 计算 使 得 Vf = 0, 所 以 这 个 方程 满足 必要 条 件 . 得 到 这 些 方程 的 一 种 
更 加 方便 的 形式 , 是 求 关于 所 有 zi 的 偏 导数 . 于 是 得 到 


0 . 
Jz ^9-0 J71,2,---,n 


这 些 方程 和 约束 方程 g(X) = 0 一 起 , 给 出 满足 稳定 点 必 妥 条 件 的 X 和 入 值 . 
以 上 方法 定义 了 求 带 有 等 式 约束 最 优化 问题 稳定 点 的 拉 格 朗 日 方法 . 令 


L(X,A) = f(X) - Ag(X) 


函数 L 称 为 拉 格 朗 日 函数 , 参数 和 称 为 拉 格 朗 日 乘 子 . 按照 定义 , 这 些 乘 子 与 雅 可 


比方 法 中 的 灵敏 度 系 数 具有 相同 的 解释 . 
方程 
9L -0， 3 o 
DA °> OX 


给 出 了 F(X) 在 约束 g(X) = 0 下 稳定 点 的 必要 条 件 . 拉 格 朗 日 方法 的 充分 条 件 存 
TE, 但 一 般 计算 上 非常 复杂 . 
例 18.2-4 

考虑 例 18.2-2 的 问题 . 拉 格 朗 日 函数 是 


L(X,X) 222 + 32 + 32 A(z + T2 + 3z3 — 2) — A;(5z1 + 23 + z3 — 5) 
由 此 得 出 下 列 必要 条 件 : 
bL ou 一 入 1 — BA3 =0 
Óz| 
DL or — 2A3 一 0 
O72 
DL -ar _ 3X -A2=0 
Ors 
ð 
AV = (zip + T2 + 373 -2)=0 


ôL 


Iy ^ Om *2z22423—5)20 


这 些 联 立方 程 的 解 为 


Xo = (21, £2, £3) = (0.804 3, 0.347 8,0.282 6) 
A — (A1, A2) = (0.087 0, 0.304 3) 
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这 个 解 同时 给 出 了 例 18.2-2 和 例 18.2-3 的 结果 . BEER ELIT, A 的 值 等 于 例 18.2-3 
得 到 的 灵敏 度 系数 , 这 一 结果 说 明 , 这 些 系数 与 雅 可 比方 法 中 相关 向 量 Y 的 具体 
选择 无 关 . 
习题 18.2C 
1. 分 别 用 雅 可 比方 法 和 拉 格 朗 日 方法 求解 下 面 的 线性 规划 问题 : 
max f(X)-5zi-3z2 
s.t. g(X) = zı + 22 + T3 -6 =0 
ga( X) = 3z, + za +z4—-9=0 
z1, T2, £3, T4 2 0 
*2。 求 以 下 问题 的 最 优 解 : 
min f(X) = z? + 2r + 1073 
s.t. n(X) =z, +r +r3-5=0 
g(X) = zı +5r2 +z3-7=0 
假设 gi(X) = 0.01, g2(X) = 0.02, 求 出 F(X) 最 优 值 的 相应 改变 值 . 


3. 用 拉 格 朗 日 方法 求解 习题 18.2B 中 的 第 6 题 , 并 验证 拉 格 朗 日 乘 子 的 值 与 得 到 的 灵敏 度 系 
数 相同 . 


18.2.2 不等式 约 束 问题 Karush-Kuhn-Tucker (KKT) 条 件 ? 
本 节 将 拉 格 朗 日 方法 推广 到 不 等 式 约束 问题 . 本 节 的 主要 内 容 是 关于 稳定 点 的 
一 般 性 Karush-Kuhn-Tucker(KKT) 必 要 条 件 , 这 些 条 件 在 后 面 要 介绍 的 某 些 规则 下 
也 是 充分 的 . 
考虑 问题 
max z = f(X) 
st. g(X)«0 


用 非 负 松弛 变量 ， 上 述 不 等 式 约束 也 可 以 变换 成 等 式 约 束 . 令 52(> 0) 为 加 到 第 i 
个 约束 g(X)«0 上 的 松弛 量 , 并 且 定 义 


S = (91,92， Sm)", S? = (S2, 92,... , 2)T 
其 中 m 是 不 等 式 约束 的 总 个 数 . 因此 拉 格 朗 日 函数 为 


L(X,S,2) = f(X) - Alg(X) + S°] 


(D Bis. E, W. Karush Æ 1939 年 芝加哥 大 学 的 硕士 论文 中 首次 提出 了 KKT 条 件 . 这 些 条 件 于 1951 
年 分 别 由 W. Kuhn 和 A. Tucker 独立 发 现 . 
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根据 约束 
g(X)«0 


对 于 求 最 大 值 (最 小 值 ) 问题 的 最 优 性 必要 条 件 为 和 3E fA. GEE). 验证 这 一 结果 的 
正确 性 , 只 要 注意 到 向 量 入 度量 了 f 关于 g 的 变化 率 , 即 
. 9f 
A- 2g 
在 求 最 大 值 情况 下 ， 随 着 约束 g(X) < 0 的 右 端 项 从 0 增加 到 ag, 解 空 间 会 变 得 
约束 更 松 , 因此 不 能 减少 , 意味 着 入 > 0. 对 于 求 最 小 值 , 情况 类 似 , 随 着 约束 的 
右 端 项 增加 , f 不 能 增加 , 这 就 意味 着 A «0. 如 果 是 等 式 约束 , 即 g(X) = 0, 则 入 
无 符号 限制 (见习 题 18.2D 第 2 题 ). 
对 入 的 限制 只 是 KKT 必要 条 件 的 一 部 分 , 现在 推导 剩 下 的 条 件 . 
求 工 关于 X, S, 入 的 偏 导 数 , 我 们 得 到 


OL 
ax V (X) -AVg(X) - 0 
ðL . 
gs, ^ 25:0, 1—1,2,-..,m 
Ax -- (9X) S?) - o 
其 中 第 2 组 方程 揭示 出 下 面 的 结果 : 


(1) 2$ A; 7 0, Jl] S? = 0, 这 意味 着 相应 的 资源 紧缺 , 因此 完全 耗 尽 (等 式 约束 ). 
(2) Æ S? > 0, W A, = 0, 这 意味 着 资源 i 充沛 , 因此 它 对 f 的 取 值 没 有 影响 
(EF, à; = 2£ = 0). 


9i 


从 第 2 组 和 第 3 组 方程 我 们 得 到 
Aigi( X) 20, i=1,2, ,7 
这 个 新 条 件 基本 上 是 重复 前 面 的 论点 , 因为 车 A > 0 则 g(X)—-08 S2—0; # 
gi(X) < 0, WJ 52 > 0, 3E B. A; — 0. 
求 最 大 值 问题 的 KKT 必要 条 件 总 结 如 下 : 
A20 
Vf(X) - AVg(X)-0 
Aigi( X) —0, $-1,2,..,m 
g(X)«0 


这 些 条 件 除 A 必须 为 非 正 外 (请 证 明 ! ) 也 适用 于 求 最 小 值 情况 . 在 求 最 大 值 和 求 
最 小 值 这 两 种 问题 中 , 相应 于 等 式 约束 的 拉 格 朗 日 乘 子 没有 符号 限制 . 
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KKT 条 件 的 充分 性 ” 当 目 标 函 数 和 解 空间 满足 某 些 条 件 时 ,Karush-Kuhn-Tucker 
必要 条 件 也 是 充分 的 . 表 18.1 总 结 了 这 些 条 件 . 
表 18.1 
所 需 条 件 
BREER — IREK MZM 
求 最 大 值 凹 函数 凸 集 
求 最 小 值 DET: Ed 凸 集 
检验 函数 是 凸 函 数 或 凹 函数 比 证 明 解 空间 是 凸 集 要 简单 些 . 因此 , 根据 解 空间 
的 凸 性 可 以 通过 检查 约束 函数 的 凸 性 或 止 性 来 得 到 , 我 们 给 出 了 一 组 在 实际 中 方便 
使 用 的 条 件 . 为 了 给 出 这 些 条 件 , 我 们 定义 一 般 性 的 非 线 性 规划 问题 : 
max z = f(X) 
s.t. g(X) €0,i 1,2, ,r 
gı( X) 20, i=r+1,,p 
gi(X) -0, i=p+1l, -m 
T p m 
L(X,S,3) = f(X) - 3, X [gi(X)+ 87] - D x (sx) - 82] - > Mgi(X) 


i=1 i=r+1 i=p+1 
其 中 A 是 关于 约束 i 的 拉 格 朗 日 乘 子 .建立 KKT 条 件 的 充分 性 的 条 件 列 在 表 


18.2 中 . 
表 182 只 表达 了 表 18.1 中 条 件 的 一 个 子 集 , 因为 不 满足 表 18.2 条 件 的 一 个 解 


空间 也 可 能 是 凸 的 . 


表 18.2 
所 需 条 件 

最 优化 要 求 UU X) 00 X 
Ph 20 üxi&r) 

求 最 大 值 Ir. | pl «0 (r+1<i<p) 
线性 无 限制 (p 十 1 所 1 所 mp) 
rh «0 (1&igr) 

求 最 小 值 凸 函 数 | p 20 (r+1<i<p) 
线性 无 限制 (p-l1&i&m) 


表 18.2 是 正确 的 , 因为 所 给 出 的 条 件 确定 了 求 最 大 值 情况 下 的 一 个 止 拉 格 朗 
日 函数 L(X,S, A) 和 求 最 小 值 情 况 下 的 一 个 凸 拉 格 朗 日 函数 LX, S, A). 我 们 只 
要 注意 到 若 9gi(z) 是 凸 的 , 则 当 A; > 0 时 Xigi(z) 也 是 凸 的 , 当 Xi < 0 时 它 是 目的 . 
对 所 有 其 他 条 件 可 作出 类 似 的 解释 . 注意 , 线性 函数 既是 凸 的 也 是 止 的 , 还 有 , ERES 
数 f 是 四 函数 , 则 (— f) 是 凸 的 , 反之 亦 然 . 
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例 18.2-5 
考虑 以 下 求 最 小 值 问题 ; 


min f(X)- z24z2422 

s.t. gi (X) —2z1-72— 5«0 
p(X) = mi*tzs- 2«0 
ga(X)- 1-m «0 
ga(X)= 2 一 T2 «0 
g(X)=  -z3 <0 


这 是 一 个 求 最 小 值 问题 ， 所 以 入 < 0, 因此 KKT 条 件 为 


(Ai, A2, Aa, 入 4， Às) < 0 


2 1 0 
1 0 1 
(221,222,2z23) — (À1, À2, A3, Àa, À5) | —1 0 0 1=0 
0 -1 0 
0 0 -1 
Mg91 = Àaga = ++ = Àsgs=0 
g(X)«0 


把 这 些 条 件 简 化 成 


A1, À2, À3, 94,945 SO 
211 —241 — àz + A3 50 
2x2 — 31 24-0 
2z3 — À2 + A5 —0 
ài (221 + z2 — 5) 20 
As(zi + z3 — 2)=0 
à3(1 — 21) 20 

àa (2 — z2) 20 

Àsz3 =0 

2zi1 +z2 <5 

zı +T3 <2 


zi2 1, r2 22,2320 
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求 得 的 解 为 zı = 1,229 = 2, z3 20,31 = À2 = às = 0, 23 = —2, A4 = —4. 
为 F(X) 和 解 空 间 g(X) « 0 都 是 凸 的 , 所 以 L(X,S, A) 必 是 凸 的 , 且 得 到 的 稳定 
点 为 一 个 全 局 约束 最 小 值 点 . KKT 条 件 成 为 了 第 19 章 设 计 非 线性 规划 算法 的 核 
心 基 础 . 
习题 18.2D 
1. 考虑 问题 
max f(X) 
s.t. g(X)20 
UEBHER T PLEBE ELSRT- 入 非 正 外 , KKT 条 件 与 18.2.2 节 中 的 相同 . 
2. 考虑 以 下 问题 : 


max f(X) 
st. g(X)—0 
证 明 KKT 条 件 为 
Vf(X) — AVg(X)-0 
g(X)—0 
A 无 符号 限制 
3. 写 出 下 列 问题 的 KKT 必要 条 件 . 
(a) max f(X) = z? -zi-zizj (b) min f(X) = zi + z2 + 5xizoza 
s.t. ri 422-4 23—5 st. z2—z2-4 2$ «10 
5r? — z3 — 2322 z3 + 12 + 4z3 > 20 
Ti, T2, T3 20 
4. 考虑 问题 
max f(X) 
st. g(X)—0 


& f(X) 是 四 函数 , B. g (X) = 1,2,- m) 为 线性 函数 , 证 明 KKT 必要 条 件 也 是 充 
分 的 . 当 lX) 对 所 有 的 i 为 非 线性 凸 函数 时 , 这 个 结果 还 正确 吗 ? 为 什么 ? 


5. 考虑 问题 


max f(X) 
st. (X) 20, g4(X) 20, gs(X) «0 


推出 KKT 条 件 , 并 给 出 保证 这 些 条 件 也 是 充分 的 前 提 约 定 . 
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本 章 导 读 非 线 性 规划 的 求解 方法 一 般 分 成 直接 方法 和 间接 方法 .比如 , 梯度 
算法 就 是 一 种 直接 方法 , 它 通 过 跟踪 目标 函数 的 最 速 上 升 (FE) 率 来 找到 问题 的 
最 大 值 (最 小 值 ). 间接 方法 是 用 某 个 辅助 问题 代替 原来 的 问题 , 并 从 辅助 问题 求 出 
RRE. 间接 方法 用 于 求解 二 次 规划 、 可 分 离 规 划 和 随机 规划 等 . 

本 章 包括 9 个 例题 、1 个 AMPL 模型 、2 个 Excel 规划 求解 模型 和 24 个 节 后 
习题 . AMPL/Excel/Solver/TORA 程序 放 在 文件 夹 chl9Files F. 


19.1 无 约束 算法 


本 节 介 绍 两 种 求 无 约束 问题 的 算法 : 直接 搜索 算法 和 梯度 算法 . 
19.1.1 ”直接 搜索 方法 


直接 搜索 方法 主要 用 于 严格 单 峰 的 一 元 函数 . 虽然 这 种 情况 看 上 去 很 简单 , 但 
19.1.2 节 表 明 , 一 元 函数 的 最 优化 是 更 一 般 的 多 元 算法 设计 的 关键 . 

直接 搜索 方法 的 思路 是 , 找 出 已 知 包 含 最 优 解 点 的 不 确定 区 间 (interval of un- 
certainty). 该 方法 通过 和 迭代 逐渐 缩小 不 确定 区 间 的 宽度 , 以 任何 所 需 的 精度 来 近似 
确定 最 优点 的 位 置 . 

本 节 介 绍 两 种 密切 相关 的 算法 : 二 分 搜索 法 (dichotomous) 和 黄金 分 割 搜索 法 
(golden section). 这 两 种 算法 都 要 在 已 知 包含 最 优 值 点 z* 的 区 间 a < x < b 内 找 
出 单 峰 函数 f(z) 上 的 最 大 值 . 这 两 种 方法 都 从 o= (a, b) 开始 , 它 代表 初始 不 确定 
[x [a]. 

一 般 步骤 i $= (zzL,zR) 为 当前 的 不 确定 区 间 (在 和 迭代 0 步 , rr = a mg = b). 
接 下 来 , 按 以 下 方法 找 出 zz 和 zo: 


二 分 法 黄金 分 割 法 
zı = 3(zn +21 — A) zi o 2g - (573) (za - 21) 
z2 = l(rg--zp + A) z2 = z1 + (X823) (zR — zL) 


选择 zx 和 zz, 保证 


TL ISTI «im«ug 


下 一 个 不 确定 区 间 到 FID RAE. 
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(1) Ë f(z1) > f(za), W zz < z* < zo. $ zR = z2, FRE I = (zz,7X2)[ 见 图 
19.1(a)]. 


(2) E f(z1) < f(z2), Wl zi < z* < zr. * zr = zi, 并 设置 I= (z1, TR)[ 见 图 
19.1(b)]. 
(3) 车 f(z1) = f(z2), W zi < z* < z2， 令 zL = zi, zR = m, 并 设置 


Ij = (zi, z2). 


Ka) 


ü t E Vg b ü d, 2 z Er b 
| Ll, | | La | 
I, L 
ka p—— 
| A | | h | 


(a) (b) 
19.1. 二 分 搜索 法 /黄金 分 割 搜索 法 的 一 般 步骤 的 说 明 
确定 z 和 za 的 方法 保证 了 Doa < 五 如 下 面 将 要 说 明 的 . E I < A, 算法 在 


第 上 次 迭代 终止 , 其 中 A 是 一 个 用 户 指定 的 精度 闹 值 . 
在 二 分 搜索 方法 中 , zi 和 za 的 值 关 于 当前 不 确定 区 间 的 中 点 对 称 , 这 意味 着 


li- 0.5(1 T A) 


重复 运用 这 一 算法 就 保证 了 , 不 确定 区 间 的 长 度 趋 向 于 所 需 的 精度 A. 
黄金 分 割 法 更 是 采用 了 这 一 思想 . 我 们 注意 到 , 二 分 法 的 每 次 迭代 要 计算 两 个 
值 f(zi) 和 f(zz), 但 最 后 又 放弃 了 一 个 . 黄金 分 割 搜索 法 希望 通过 在 接着 的 下 一 
次 迭代 中 将 放弃 的 这 个 值 利用 起 来 , 以 节省 计算 量 . 
对 0<a<1 定 义 


Tl 三 TR”— af(ZR 一 TL) 


Z2-—zL d o(zg-— TL) 
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则 第 i 步 迭 代 的 不 确定 区 间 五 等 于 (21,22) 或 (zl,zp). 考虑 五 = (p, 72) 的 情 
Di, 意味 着 zl: 包含 在 L 中 . 在 第 ;+1 次 迭代 中 , 选择 r 等 于 第 i 次 迭代 中 的 z, 
我 们 得 到 下 面 的 公式 : 

za (ZEAR i +1) = zl QEN i) 


ARI SU 
TL 十 af[zz GE i) 一 zL] = TRZ a(ZR — zL) 
或 
ZL 十 GZ 十 a(zR 一 ZL) 一 ZL = xg — o(zn — TL) 
最 后 简化 为 


a +a-1=0 
从 这 个 式 子 得 出 a = 145, 由 0 < a < 1, 我 们 选择 正 根 a = 4 x 0.618. 
黄金 分 割 法 的 设计 保证 每 次 迭代 的 不 确定 区 间 减 小 为 上 一 次 迭代 的 a fir, 即 
l+ = oli 
黄金 分 割 法 比 二 分 法 收敛 更 快 , 因为 在 二 分 法 中 随 着 7 一 A, 不 确定 区 间 的 缩小 逐 
渐变 慢 ， 此 外 , 黄金 分 割 法 的 每 次 迭代 只 需要 一 半 的 计算 量 , 因为 该 算法 总 是 重复 
利用 上 一 次 迭代 的 结果 . 


例 19.1-1 
3z, O<r<2 
max f(7)= $1 
3C + 20), 2<r<3 


f(z) 的 最 大 值 在 > = 2 取得 . 下 表 展 示 了 分 别 用 二 分 法 和 黄金 分 割 法 进行 第 


1 PERAE 2 步 迭 代 的 计算 过 程 和 结果 , 假设 A = 0.1. 


二 分 法 
第 1 步 选 代 
Io = (0,3) = (2L, £R) 
zı = 0 + 0.5(3 — 0 — 0.1) = 1.45 


黄金 分 割 法 
第 1 步 选 代 
lo = (0,3) = (zr. £R) 
zı = 3 — 0.618(3 — 0) = 1.146 


f(zi1) = 4.35 f(z1) = 3.438 

z2 = 04-0.5(3 — 0 + 0.1) = 1.55 z2 = 0 + 0.618(3 — 0) = 1.854 
f(z2) = 4.65 f(z2) = 5.562 

f(z2) > f(zi) > z, = 145 f(z2) > f(z1) => z£ = 1.146 
I; = (1.45,3) Iı = (1.146,3) 

第 2 PAR 第 2 PAR 


h= (1.45, 3) = (zL, £R) 
zı = 1.45 + 0.5(3 — 1.45 — 0.1) = 2.175 


I 一 (1.146, 3) = (TL, TR) 
zl = 1 PRM zz = 1.854, 


f(zi)- 5.942 f(z1) = 5.562 

z2 = 对 上 全 +01 = 2.275 z2 = 1.146 十 0.618(3 — 1.146) = 2.292 
f(z2) = 5.908 f(z2) = 5.903 

f(z1) > f(z2) > zr = 2275 f(z2) > f(z1) > xp = 1.854 

I2 = (1.45, 2.275) 五 = (1.854, 3) 
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继续 同样 的 迭代 , 不 确定 区 间 最 终 缩小 到 所 需 的 A 允许 范围 . 


Excel 程序 

这 两 种 方法 都 可 以 用 程序 excelIDiGold.xls 计算 . 输入 数据 包括 f(z), a, b 和 
A. 函数 f(z) 在 单元 E3 中 输入 为 

= IF(C3<=2,3*C3, (-C3+20)/3) 

单元 格 C3 起 着 f(x) 中 z 的 作用 . 在 单元 B4 和 D4 中 输入 区 间 边 界 a Ab, 表示 
f(z) 的 可 允许 的 搜索 范围 , 另外 , 区 间 长 度 允 许 上 限 A 输入 到 单元 B3. 通过 在 单 
元 D5( 二 分 法 ) 或 者 在 F5( 黄 金 分 割 法 ) 中 输入 字符 z 来 选择 搜索 方法 . 

图 19.2 对 这 两 种 方法 进行 了 比较 . 黄金 分 割 法 只 需要 二 分 法 一 半 的 和 迭代 次 数 ， 
此 外 如 前 面 所 解释 的 , 每 次 迭代 只 需要 一 半 的 计算 量 . 


..5 976302; 

5 972526} 
5.970638} 
.5.969694; 
66 
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习题 19.1A 
1. 令 A = 0.01, 用 Excel 程序 excelDiGold.xls 求解 例 19.1-1. 将 计算 量 和 精度 与 图 19.2 的 
结果 进行 比较 . 
2. 用 二 分 法 求 下 列 函 数 的 极 大 值 点 , 设 A = 0.05. 
(a) f(z) = iz agg 2€ 7&4 (b) f(z) 2zcosz, 0€ z €x 
*(c) f(z) = zsinnz,15 < z < 2.5 (d) f(z) 2 -( -37,2« x «4 


4r, 0zrtcz2 
*(e) raii z 2«z«4 
UU ow, x X 


19.1.2 ”梯度 方法 


本 节 介 绍 一 种 二 次 连续 可 微 函 数 的 最 优化 方法 , 其 思路 是 在 函数 的 梯度 方向 产 
生 一 系列 点 . 

18.1.2 节 中 介绍 的 Newton-Raphson 方法 就 是 一 种 用 来 求解 方程 组 的 梯度 方 
法 . 本 节 介 绍 另 一 种 技术 , 称 为 最 速 下 降 (steepest ascent) 法 . 

梯度 方法 终止 于 梯度 向 量 为 零 的 点 . 这 只 是 最 优 性 的 必要 条 件 , 而 且 除非 事先 
知道 f(z) 是 凸 的 或 凹 的 , 否则 最 优 性 不 能 保证 . 

BER F(X) 的 最 大 值 . $ Xo 为 开始 计算 的 初始 点 , 定义 VIX.) 为 了 在 
X, 点 的 梯度 . 方法 的 原理 是 求 出 某 个 特定 的 路 径 p, 沿 着 这 条 路 经 , 在 某 个 给 定 的 
点 处 A 达到 最 大 . 要 得 到 这 一 结果 , 只 要 选择 连续 的 点 Xr 和 Xr, 使 得 


Xk+ = Xk 十 TEVf(XL) 


其 中 rk 是 在 XX 点 的 最 优 步 长 (step size). 
确定 步 长 rk 使 得 下 一 个 点 Xen 能 让 f 得 到 最 大 的 改进 , 这 等 价 于 求 + = re 
使 得 函数 
h(r) = f[Xk - TVf(X4)) 
取得 最 大 值 . 因为 hr) 是 一 个 一 元 函数 , 故 当 h(r) 是 严格 单 峰 时 , 可 以 用 19.1.1 节 
中 的 搜索 方法 来 找到 最 优 解 . 
上 述 方法 当 两 个 连续 的 试验 点 Xe 和 XU 近似 相等 时 停止 , 这 等 价 于 


mVA(Xk) 0 


H re #0, TE Xr 点 满足 必要 条 件 VA(Xk) = 0. 
例 19.1-2 
考虑 下 面 的 问题 : 


max f(z1, £2) = 4x + 67x2— 2r? — 2z1T2 一 2x2 


精确 最 优 解 点 为 (11,13) = (3,4) 
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我 们 说 明 如 何 用 最 速 下 降 法 求解 这 个 问题 . 给 出 S 的 梯度 如 下 : 
Vf(X)= (4 — 4x; — 272,6 — 2; — 4x3) 


该 函数 的 二 次 性 质 决 定 了 任何 两 个 连续 点 上 的 梯度 是 正 交 的 (互相 垂直 )， 
假设 我 们 从 初始 点 Xo = (1,1) 开始 和 迭代 . 图 19.3 显示 了 连续 的 解 点 . 


f X)-47 7-62,—21]—22,2,—2:2 


1 3 2 Ti 


1 
2 2 


图 19.3 用 最 速 下 降 法 求解 例 19.1-2 


EA 1 
Vf(Xo) = (-2,0) 


要 得 到 下 一 个 点 X, 考虑 到 
X = (1,1) - r(-2,0) = (1— 2r,1) 
因此 ， 
h(r) = f(1—2r,1) = —2(1 — 2r? + 2(1 — 2r) 4 
用 第 18 章 中 经 典 的 必要 条 件 求 出 最 优 步 长 (也 可 以 用 19.1.1 节 中 的 搜索 算法 求 出 
RRA). hr) 的 最 大 值 点 是 r = 1, 这 得 到 下 一 个 解 点 X, = (1.1). 
迭代 2 
Vf(X1)— (0,1) 


x- (5.1) +r(0,1) = (317) 


h(r)- -20 +r)? +5(1 n) + 3 
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Vf) (75,0) 


x(a) n C2) C23) 


因此 ,rs = 1, Xa = (5.3). 
迭代 4 


v/(Xs)- (s. z) 


eate) E) 


h(r) =-4(5 +r)? + N6-D4-2 


321 br lo- (86 2 
8 16 Tg j 8 '16 


h(r) =--> (3 一 7)2 + + (3 —r)t 一 一 


Vv/(Xs) = (o, x) 
由 于 Vf(Xs) = 0, 迭代 过 程 可 在 此 点 终止 , 近似 最 大 值 点 由 Xs = (0.343 8, 
1.312 5) 给 出 . 精确 最 优点 为 X* = (0.333 3, 1.333 3). 


习题 19.1B 


*1. 请 说 明 当 用 于 严格 止 二 次 函 教 时 , Newton-Raphson 方法 (18.1.2 节 ) 通常 会 在 一 步 内 收 
Si. 用 该 方法 求 下 面 函数 的 最 大 值 : 


f(X) = 471 623, 一 2x1 — 22172 一 2zj 


2. 对 于 下 列 每 个 问题 , 用 最 速 下 降 (上 升 ) 法 最 多 和 迭代 5 步 . 假设 在 每 种 情况 下 X? = 0. 
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(a) min f(X) = (z2 - z2)? + (1— z1) 
(b) max f(X)2cX + X" AX 


其 中 
-5 -3 -1 
c = (1,3,5), A= -3 -2 0 
—1 0 -i 
(c) min f(X) = £1 — £2 + z? — ziz2 


19.2 约束 算法 


一 般 的 约束 非 线 性 规划 问题 定义 为 
max 或 min z= f(X) 
s.t. g(X)<0 


非 负 性 条 件 X > 0 是 约束 的 一 部 分 . 还 有 , 函数 SX) 和 gX) 至 少 有 一 个 是 非 
线性 的 , 并 且 所 有 函数 都 是 连续 可 微 的 . 

由 于 非 线性 函数 的 不 确定 行为 , 所 以 不 存在 单一 的 能 处 理 所 有 一 般 性 的 非 线性 
模型 算法 . 可 用 于 这 类 问题 的 最 一 般 性 结果 可 能 就 是 KKT 条 件 ( 见 18.2.2 节 ), 表 
18.2 表明 , 除非 f(X) 和 9(X) 具有 良好 的 性 质 (根据 凸 性 和 凹 性 条 件 ), 否则 KKT 
条 件 一 般 只 是 最 优 性 的 必要 条 件 . 

本 节 介 绍 几 种 算法 , 一 般 可 分 为 间接 算法 和 直接 算法 . 间接 算法 通过 处 理 从 原 
问题 中 得 到 的 若干 个 线性 规划 来 求解 非 线 性 问题 , 而 直接 算法 则 处 理 原 问 题 . 

本 节 介绍 的 间接 算法 包括 可 分 离 规划 、 二 次 规划 和 机 会 约束 规划 . 直接 算法 包 
括 线性 组 合 方法 , 并 简要 讨论 SUMT 方法 , 即 序 贯 无 约束 最 大 化 方法 . 本 章 参考 文 
献 中 还 列 出 了 其 他 一 些 重要 的 非 线性 规划 技术 . 


19.2.1 ”可 分 离 规划 


函数 f(z1, £2, ,zn) 称 为 可 分 离 的 (separable), 如 果 这 个 函数 可 表示 为 nn 个 
一 元 函数 之 和 , 即 


f(zi22,::,24) = fii)  fa(z2) + fuos) 
例如 , 线性 函数 
h(zi,22,::: , Z4) = a121 十 Q272 + nTn 
是 可 分 离 的 (系数 ai,i = 1,2,… n, 为 常数 ). 反 过 来 , 函数 


h(zi,22,23) = £} + Z1 sin(z2 + 23) + Zoe”s 
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不 是 可 分 离 的 . 
某 些 函数 不 是 直接 可 分 离 的 , 但 通过 适当 的 代 换 就 能 变 成 可 分 离 函数 ， 例 如 ， 
考虑 求 z = zizs 的 最 大 值 , $ y = ziza, 则 Iny = In zi In zz, 这 个 问题 就 变 成 了 


max z=y 
s.t. lny= Inz; - Inzg 


它 是 可 分 离 的 . 上 述 代 换 假定 了 ri 和 zs 为 正 的 变量 , 因为 对 数 函 数 对 非 正 值 没有 
定义 . 

zi 和 z2 可 取 零 值 的 情况 (BI zi, zz > 0) 可 按 以 下 方式 处 理 . 令 51,62 为 正常 
数 , 定义 


w =z; +ô) 
w = £2 + ô2 
在 代 换 
Z172 = wu» 一 ó23w, — Ó1w 十 6102 
中 , 新 变量 w 和 w: 是 严格 正 的 . $ y = ww, 该 问题 可 表示 成 
max z= y -— 2w — ó1u 十 6102 
s.t. lny=1nw Inv; 


wi 201, W2 2 02 


它 是 可 分 离 的 . 

本 节 说 明 , 任何 可 分 离 问题 都 可 以 用 线性 近似 和 线性 规划 的 单纯 形 方 法 得 到 一 
个 近似 解 . 一 元 函数 f(x) 可 以 用 混合 整数 规划 (第 8 章 ) 被 分 段 线 性 函数 近似 . 假 
设 要 在 区 间 [a, 上 近似 f(z), 定义 a4,k = 1,2,… ,天 ,为 了 > 轴 上 的 第 上 个 间断 点 ， 
使 得 a1 < a2 < … < a, a1 和 ak 恰好 是 指定 区 间 的 端点 a 和 5. 这 样 , f(z) 被 近 
似 如 下 : 


K 
f(z)~ ^ f(ac)ws 
k=1 
K 
T= > Gk Uk 
k=1 
其 中 w 是 关于 第 k 个 间断 点 的 非 负 权 值 , 使 得 


K 
3 ow. =1, wy 20, k= 1,2,--.,K 
k=1 
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由 下 面 两 个 条 件 , 混合 整数 规划 保证 这 个 近似 是 合理 的 . 
(1) 最 多 有 两 个 wx 是 正 的 . 
(2) 2$ w JE, 则 仅 有 一 个 邻近 的 we 或 者 wp_1 可 取 正 值 . 
为 了 说 明 如 何 满 足 上 述 条 件 , 考虑 可 分 离 问 题 


max (或 min) z = >》 ^ fj(z;) 
=1 


2 三 


n 
s.t. 3 ss) Sb, i—1,2,---,m 


j=1 
这 一 问题 可 用 一 混合 整数 规划 近似 如 下 . 令 2 
jk = j H D k 
Gjk 变量 r; 的 间断 点 k-21,2,..,Kj j212,-,n 
Wik = 变量 Tj 的 间断 点 k 的 权 值 
则 等 价 的 混合 问题 为 
n Kj 
max (或 min) z = X f;(ajk)wjk 
j21k-1 

n Kj 

s.t. D Y gjr(ajk)wjk < bi, i= 1,2, em 
j=1 k=1 
0 S wi tyi 7=1,2,..……,n 
0 < wix S Vjk-1 + Yjk, k=2,3, , Kj-1, j= 1,2,- ,n 
0 < wj; S Vj Kj-1» j712,-,n 
K;-1 
3 wl j271L2,.-,n 
大 一 1 
K; 
$us = 1, j=1,2,..,n 
k=1 
Yik = (0,1), k-1,2,---, Kj, j21,2,---,n 


该 近似 问题 的 变量 为 w 和 yj. 
上 述 表达 说 明了 任何 可 分 离 问题 至 少 原则 上 都 可 以 通过 混合 整数 规划 来 求解. 


困难 在 于 随 着 间断 点 数目 的 增加 , 约束 条 件数 会 迅速 增加 . 特别 是 , 因为 没有 相应 


可 靠 的 求解 大 型 混合 整数 规划 问题 的 程序 , 因此 计算 上 的 可 行 性 值得 怀疑 . 
求解 近似 模型 的 另 一 种 方法 是 采用 了 限制 基 (restricted basis) 的 普通 单纯 形 
方法 (第 3 章 ). 在 这 种 情况 下 , 去 掉 了 包括 yj. 的 额外 约束 . 限制 基 修正 了 单纯 形 
D 更 精确 的 是 用 kj REFE k 来 唯一 对 应 于 变量 j, 但 为 了 简化 起 见 我 们 没有 采用 这 些 记 号 . 
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方法 的 最 优 性 条 件 , 通过 选择 最 好 的 (zjk 一 cjk) 的 进 基 变量 wj, 使 得 两 个 w 变量 仅 
当 它 们 相 邻 时 可 取 正 值 . 重复 这 一 过 程 直到 最 优 性 条 件 满足 , 或 者 直到 当 不 违反 限 
制 基 条 件 就 不 可 能 引入 新 的 wj 时 为 止 . 最 后 一 个 单纯 形 表 给 出 了 该 问题 的 近似 
最 优 解 . 
混合 整数 规划 方法 给 出 近似 问题 的 全 局 最 优 解 , 但 限制 基 方 法 只 能 保证 局 部 最 
优 解 . 此 外 , 在 这 两 种 方法 中 , 近似 解 对 于 原 问题 来 说 可 能 是 不 可 行 的 . 事实 上 , 近 
似 模 型 可 能 给 出 不 是 原 问题 解 空间 里 的 其 他 点 . 
例 19.2-1 
考虑 问题 
max z—azi- 2$ 
st. 3rj-2z2«9 


Ti, z220 


用 AMPL 或 Excel 规划 求解 得 到 的 该 问题 的 精确 解 是 zi = 0, zz = 2.121 32, 
z* = 20.25. 为 了 说 明 如 何 利用 近似 方法 , 考虑 可 分 离 函 数 


filz) 一 1 
fa(z2) ^ 22 
gi(z1) 23zi 


ga(12) = 22$ 


. RA fi(mi) 和 i (m1) 一 致 , 因为 它们 已 经 是 线性 的 了 . 在 这 种 情况 下 , zi 被 看 
成 是 所 要 的 变量 之 一 . 考虑 falza) 和 92(Z2)， 我 们 设置 4 个 间断 点 : Q2k = 0, 1,2,3, 
4 BERE k= 1,2,3,4. 由 于 zz 的 值 不 能 超过 3, 我 们 得 到 


k G2k fa(a2k) = ad, ga2(a2k) = 202, 


1 0 0 0 
2 1 1 2 
3 2 16 8 
4 3 81 18 


由 此 得 到 


fa(z2) = wai fa(a21) + w22 f2(a22) + w23 fa(a23) + w24 fa(a24) 


f 0w91 + lwz2 + 16w23 + 81124 = w22 + 16w23 + 81w24 


类 似 地 ， 
02 (za) £ 232 + 88w23 十 18124 
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因此 近似 问题 变 成 


max z= zı + wz 16053 十 81t024 
s.t. 371 + 22w22 + 8us3 + 18w24 « 9 
w21 + w22 + w23 + w24 = 1 
1 20, wa 20, k= 1,2,3,4 


wzk 的 值 , 上 = 1,2,3,4, 必须 满足 限制 基 条 件 . 


初始 单纯 形 表 如 下 : 
基 zi w22 w23 w24 81 w21 解 
z —1 一 1 一 16 一 81 0 0 0 
8] 3 2 8 18 1 0 9 
w21 0 1 1 1 0 1 1 


变量 si(> 0) 是 松弛 变量 (这 个 问题 恰好 有 一 个 显然 的 初始 解 . 一 般 来 说 , 必须 要 
用 人 工 变 量 , 见 3.4 t). 

根据 z 行 系数 , wz4 是 进 基 变 量 . 因为 w 是 当前 基 变 量 , 而 且 是 正 的 , 限制 基 
条 件 要 求 它 必须 在 wa 进入 解 之 前 离 基 . 按照 可 行 性 条 件 ,s， 必须 是 离 基 变 量 , 这 
意味 着 wos 不 能 进入 解 . 下 一 个 最 好 的 进 基 变 量 ws ER wi 离开 基本 解 , 这 个 
条 件 刚好 由 可 行 性 条 件 满足 . 因此 新 表 变 成 


基 zı w22 w23 w24 s1 w21 解 
z 一 1 15 0 —65 0 16 16 
81 3 一 6 0 10 1 一 8 

123 0 1 1 1 0 1 1 


Et POR, w24 是 进 基 变量 , 由 于 wos 是 正 的 , 因此 这 是 可 以 的 . 单纯 形 方法 表明 
s HAE, 因此 


E £i w22 w23 w24 5 w21 解 
z 3 ^ -2 0 0 i  -36 221 
w24 i -$ 0 1 © ^ 1 16 
w3 ”一向 10 1 0  —1 ij 和 直 


上 表 说 明 ， w21 和 WwW22 是 候选 进 基 变 量 . 由 于 1051 HEFE 1023 或 1024 不 相 邻 ， 
此 不 能 进 基 . 类 似 地 , 由 于 wo, 不 能 离 基 , 因此 w 不 能 进 基 . 因此 最 终 的 单纯 形 表 
就 是 近似 问题 的 最 好 限制 基 解 . 
原 问题 的 最 优 解 是 
zj-—0 


9 1 
T2 X 2w23 + 3w24 = 2 (55) 十 3 (5) = 2.1 
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z = 0--2.1* = 19.45 


18 za = 2.1 近似 等 于 真正 的 最 优 值 (= 2.121 32). 
可 分 离 凸 规划 ”可 分 离 规划 的 一 种 特殊 情况 是 , 对 所 有 的 i 和 j, gij(x;) 均 为 凸 函 
数 , 这 就 保证 了 解 空间 是 凸 集 . 此 外 , 若 la) 对 所 有 的 ; 是 西 的 ( 求 最 小 值 ) 或 是 
MÉ ( 求 最 大 值 ), 则 问题 有 全 局 最 优 解 ( 见 18.2.2 节 的 表 18.2). 在 这 些 条 件 下 , 可 
以 采用 下 面 的 简化 近似 方法 . 

考虑 一 求 最 小 值 问题 , $ f(z) 如 图 19.4 所 示 . 函数 fil) 的 间断 点 为 z; = 
Qajksk 二 1,2,… ,Kj. 令 zjk 定义 变量 rj 在 区 间 (a5, 1, aj), k = 1,2,… ,Kj 中 的 
增 量 , 并 令 rj 为 在 同样 区 间 里 的 相应 的 变化 率 (线段 的 斜率 ). 则 


Kj 
Fili) & Y rikTjk + f(aj0) 
k=1 


K; 
Xi 二 J Tjik 
k=1 


OS Tjk S ajk — aj,k-1,k = 1,2,- , Kj 


f;(z;) 是 凸 函 数 的 事实 保证 了 rji < rj2 < … <r 这 意味 着 在 这 个 求 最 小 值 问 
题 中 , 对 于 p < gq, 变量 ri 比 zjg 更 有 吸引 力 . 由 此 , zjp 总 是 在 ri 能 取得 正 值 之 
前 达到 其 最 大 值 上 限 . 


f(x) 


tlg da | a a3 X 
19.4 凸 函数 的 分 段 线性 近似 
凸 约束 函数 gij(z;) 基本 上 按 同 样 的 方法 近似 . 令 ry 为 第 k 个 线段 对 应 于 
gij(z5) 的 斜率 , 我 们 得 到 
K; 


gu (2) = Y rikzjk + gij (ajo) 
大 一 1 


整个 问题 则 表述 为 
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. n K; 
min z = > (5 TjkZjk + fj e) 


j-1 k=1 


了 


n K; 
st» (Eren tasten) Sbi i=1,2,.…,m 
j=1 \k=1 


0 S Tjk S ajk — Gj.k-1, k=1,2,.…,K;, j=1,2, -n 
其 中 
J  fi(aik) ~ f;(ajk-1) _ gij(ajk) — Jij (a5,k-1) 
Tjk = TM MÀ, ryk = MM 
Qjk 一 Qj,k—1 Qjk Qj,k—1 


求 最 大 值 问 题 基本 上 按 同 样 方法 处 理 . 在 这 种 情况 下 , ri > rj > … > rj. 
这 意味 着 对 于 p <q, 变量 zjp 总 是 在 c, 能 取得 正 值 之 前 达到 其 最 大 值 (证 明 见 
习题 19.2A 第 7 题 ). 

这 个 新 间 题 可 用 带 有 上 界 变量 的 单纯 形 方法 求解 ( 见 13.3 节 ). 限制 基 的 概念 
就 不 需要 了 , 因为 函数 的 凸 性 (MHE) 保证 了 对 基 变 量 的 正确 选择 . 
例 19.2-2 


考虑 问题 
max z= T1- T2 
s.t. 32i + r9 < 243 
zı + 222 « 32 
Ti 之 2.1 
T2 z 3.5 
这 个 问题 的 可 分 离 函数 为 


Ah(n)ezi  fz(z2)-— —z2 
gu(zi) 2321, gi2(z2) = za 


gn(zi)-zi, — gax(22) = 223 


这 些 函 数 满足 最 小 化 问题 所 需 的 凸 性 条 件 . 函数 fa (mi), fa(m2), gia(z2). 9 (z:) 已 
经 是 线性 的 , 不 需要 “做 近似 ”. 

变量 z! 和 zs?( 从 约束 估计 的 ) 的 取 值 范围 是 0< zi 和 3 和 0<z 世 4 令 
Kı = 3, K: = 4, 对 应 于 可 分 离 函 数 的 斜率 按 下 表 确 定 . 
对 于 7 = 1， 


对 于 j = 2， 


整个 问题 变 成 


约束 5 和 约束 6 用 来 维持 原 问 题 和 新 问题 变量 之 间 的 关系 . 最 优 解 为 


k aik gu(aix) = 3afy Tiik Tik 
0 0 0 — — 
1 1 3 3 2Z11 
2 2 48 45 z 
3 3 243 195 X13 


—k am — gn(an)-?20j, fae — T 
0 0 0 一 — 
1 1 2 2 z21 
2 2 8 6 222 
3 3 18 10 T23 
4 4 32 14 — za 
max z = Tı — T2 
s.t. 3211 + 45x12 + 195213 + 72 < 243 
T1 + 2221 + 6722 + 10223 + 14z24 « 32 
Tı 221 
T2 之 3.5 
T11 + T12 + T13 — T1 =0 
T21 + T22 + T23 + T24 — T2 =0 
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Ogzx 1, k—1,2,3 
0 < zz <1, k=1,2,3,4 


zi,12 20 


(19.1) 
(19.2) 
(19.3) 
(19.4) 
(19.5) 
(19.6) 
(19.7) 
(19.8) 


z = —0.52, 2; = 2.98, z2 = 3.5, 211 = 212 = 1, 113 = 0.98, 221 = 222 = £23 = 1, 124 =0.5 


AMPL 程序 


AMPL 中 非 线性 问题 的 建 模 和 线性 问题 中 的 完全 一 样 , 但 由 于 非 线性 函数 “所 
摸 不 定 ” 的 行为 , 使 得 求解 方法 大 相 径 庭 . 图 19.5 给 出 了 例 19.2-2 原 问 题 的 AMPL 
模型 (文件 amplEx19.2-2.txt). 与 LP 问题 唯一 不 同 的 (当然 除了 非 线性 以 外 ) 是 ， 
你 需要 指定 “合适 的 ”初始 变量 值 ， 使 得 求解 迭代 收敛 . 在 图 19.5 中 , 任意 初始 值 
zl = 10 和 za = 10 是 由 向 这 两 个 变量 的 定义 语句 中 加 入 :=10 指 定 的 . 假如 你 不 指 
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定 任何 初始 值 的 话 , AMPL 程序 将 不 会 得 到 最 优 解 , 并 弹出 消息 框 “too Iany major 
iterations (迭代 次 数 过 多 )”， 尽管 在 这 种 情况 下 给 出 一 个 解 , 但 通常 是 错误 的 ， 其 
实 , 求解 非 线性 问题 最 合理 的 方式 是 指定 不 同 的 初始 变量 值 , 然后 确定 是 否 能 得 出 
一 致 的 最 优 解 . 


var x1»-0 :=10; #inital value = 10 
var x2»-0 :=10; #initial value = 10 


maximize z: x1-x2; 
subject to c1: 3*x1^44x2«2243; 
Subject to c2: xi*2*x2^2«232; 
subject to c3: x1»72.1; 
subject to c4: x2»-3.5; 


Bolve; 
display z,xi,x2; 


19.5 例 19.2-2 的 AMPL 模型 


评注 AMPL 提供 了 处 理 凸 可 分 离 规 划 的 特殊 程序 语句 . 若非 线性 仅 出 现在 目 
标 函 数 中 , 这 个 程序 看 起 来 更 加 可 靠 . 否则 ， 非 线性 函数 的 行为 会 相当 复杂 , 因此 
AMPL 可 能 会 导致 约束 不 可 行 , 即使 事实 上 并 非 如 此 . 

一 ~” LLL 
习题 19.2A 


1. 将 下 面 的 问题 近似 为 一 个 混合 整数 规划 . 


max z 一 e *! +g, + (r2 4- 1)? 
st. zt 二 zz 和 3 


£1, T2 2 0 


*2. 用 限制 基 方法 重新 求解 第 1 题 . 并 求 出 最 优 解 . 
3. 考虑 问题 
max z = ziT273 
s.t. r1 z2--za«4 
11,22,23 20 
把 该 问题 近似 为 一 个 用 限制 基 方 法 求解 的 线性 规划 . 
*4. 说 明 下 述 问 题 如 何 变 成 可 分 离 的 . 


max z 一 TIZ2 十 23 十 ZIZ3 
8.t. ZI172 十 Z2 十 Ziz3 扩 10 


Z1,7Z2,73 之 0 


5. 说 明 下 述 问 题 如何 变 成 可 分 离 的 . 
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3 
min z = e?*1*74 + (z3 — 2)? 
s.t. ric r24z3&6 
21,22,23 20 


6. 说 明 下 述 问题 如 何 变 成 可 分 离 的 . 


max z 一 ezlz2 十 Z2373 + 4 
s.t. xı 十 Z273 十 Z3 € 10 


£1, T2, £3 之 0, z4 无 符号 限制 


7. 证 明 在 可 分 离 凸 规划 中 , 当 zk-1,; 不 在 上 边界 时 , 让 zk; > 0 不 会 是 最 优 的 . 
8. 作为 可 分 离 凸 规划 问题 来 求解 : 


min z-—zj-4z24- 32 
st. r2 r3 22«4 
lzi+z2| <0 
21,2320 


变量 x2 无 符号 限制 
- 作为 可 分 敲 凸 规划 问题 来 求解 : 


min z = (zı — 2)? + 4(z2 — 6)? 
st. 6zi--3(x2 +1) <12 
z1, £2 之 0 


e 


19.2.2 ”二 次 规划 
定义 二 次 规划 模型 : 


max z= CX + X. DX 
st. AX «b, X20 


其 中 


X — (21,2277: ,Zn)T， C = (clc2 , €), b = (bi, b2,- bm)", 


aii Ut Gin di un din 
4-| : : |， bp-[: : 
ami `° Amn dni > dnn 


函数 XUTDXEXT—4—X8 ( 见 附录 D.3), 矩阵 D 为 对 称 负 定 矩阵 . 这 
意味 着 z 是 严格 凹 的 . 约束 是 线性 的 , 保证 了 凸 解 空间 . 

求解 这 个 问题 要 基于 KKT 必要 条 件 . 由 于 z 是 严格 凹 的 , 且 解 空间 为 凸 集 , 这 
些 条 件 也 是 全 局 解 的 充分 条 件 (A 18.2.2 节 的 表 18.2). 
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我 们 将 处 理 这 个 二 次 规划 问题 的 极 大 值 情 况 , 转换 成 极 小 化 问题 是 显然 的 . 该 
问题 可 以 写成 


max z = CX + X!DX 


« ao - (^)x- (5) «c 


A = (A5,22, 7: Am) T, U = (m, p2, Hn)” 


为 分 别 对 应 于 约束 AX -b< 0 和 -X « 0 的 拉 格 朗 日 乘 子 . 运用 KKT 条 件 得 
到 
A20, U20 


VZ -(A',UT)vG(X)- 0 


n 
Ni (- Xs) =0, i212, mn 


j=1 
Bjtj—-0, j=1,2,--,n 
AX <b 
-X <0 
RA 
Vz=C +2XTD 


veao- ( ^) 


4 S-b- AX > 0 为 约束 的 松弛 变量 . 条 件 简化 为 
-2XTD- ATA- UT =C 
AX --S-b 
pjzj-0— MS, 对 于 所 有 的 i, j 
à, U, X, S>0 
由 于 DT = D, 第 1 组 方程 的 转 置 可 写成 


-2DX + AT'A-U-cCT 
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因此 , 必要 条 件 可 以 合并 为 


X 
-2D AT -I 0 入 cT 
( A 0 0 I U| ( b ) 
S 
Bjzj— 0 = MS, 对 于 所 有 i, j 
XU, X,S20 
除 条 件 uj; = 0 = AS: 外 , 所 有 的 方程 都 是 X, A, U, S 的 线性 函数 . 因此 , 这 个 
问题 等 价 于 解 一 组 带 有 附加 条 件 jjz; = 0 = AS: 的 线性 方程 组 . 由 于 z 是 严格 中 
的 , 且 解 空间 为 凸 集 , 满足 所 有 这 些 条 件 的 可 行 解 必 为 唯一 的 最 优 解 . 

这 组 方程 的 解 可 以 通过 两 阶段 方法 的 阶段 I 得 到 ( 见 3.4.2 节 ). 唯一 的 约束 是 
满足 条 件 AS: = 0 = 1jz;. 这 意味 着 入 与 si 不 能 同时 为 正 , jj 与 zj 也 不 能 同时 
取 正 值 . 这 和 19.2.1 节 中 采用 的 限制 基 (restricted basis) 方法 的 思路 相同 . 

若 问 题 有 一 个 可 行 空 间 , 阶段 I 将 会 使 得 所 有 人 工 变 重 等 于 0. 

例 19.2-3 
考虑 问题 


max z 一 421 十 6z2 — 2z2 一 2zlz2 — 222 
^o St. zı +2z2<2 


ZT1,T2 之 0 


这 个 问题 可 写成 矩阵 形式 如 下 : 


m sn) re ( D) (2) 


Ti 
s.t. (1,2) «2 
T2 


11,2220 


下 面 给 出 KKT 条 件 : 


T2 
1-1 0 0\|、 4 
2 0 -10 1 |=| 6 |, mz = mzz= s 50 
00 0 1 mn 2 


通过 引入 人 工 变量 Ri 和 Rs, 并 更 新 目标 行 , 得 到 阶段 1 的 初始 单纯 形 表 , 因此 有 
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基 zi Z2 LS D H2 Ri R2 81 

T 6 6 3 —1 一 1 0 0 0 10 
Ri 4 2 1 —1 0 1 0 0 
R2 2 4 2 0 -1 0 1 0 6 
81 1 2 0 0 0 0 0 1 2 


迭代 1 由 ji = 0, 让 最 有 希望 的 进 基 变量 ri 进 基 , 高 基 变 量 为 R, EFE: 


基 zı T2 和 1 Ai H2 Ri R2 81 解 
R 0 3 3 i -1 -$ 0 0 4 
zı 1 i i -i 0 i 0 0 1 
R2 0 3 3 i -1 -i 1 0 4 
81 0 3 -i i 0  -i 0 1 1 

迭代 2 由 jo = 0, 让 最 有 希望 的 进 基 变量 r 进 基 , PUER X 
基 zi z2 ài u ua Ri Ra $1 解 
r 0 0 2 0  -1 -1 0 -2 2 
a 1 9 d - o d v P i 
R2 0 0 2 0 -1 0 1 -2 2 
mo o !1 -à i o -3 o $3 1 

迭代 3 由 s1 = 0, Ai 可 进入 解 , 得 到 : 

基 zı Z2 à m p2 Rı R2 81 解 
r 0 0 0 0 0 -1 -1 0 0 
an 1 9 o - 1| 1i - i 
à 0 0 1 0 -i 0 i -1 1 
1 1 1 1 1 5 
z2 0 1 0 6 -五 一 iz 2 6 


最 后 一 个 表 给 出 了 阶段 1 的 最 优 解 . 因为 >= 0, f zt 1,25 = 5 是 可 行 的 . 
从 原 问题 计算 出 的 z 的 最 优 值 为 4.16. 


Excel 规划 求解 程序 

图 19.6 显示 用 Excel 规划 求解 计算 的 例 19.2-3 的 解 (文件 excelQP.xls). 输入 
数据 的 方式 与 线性 规划 类 似 ( 见 2.4.2 35). 主要 的 区 别 是 输入 非 线性 函数 的 方式 . 
具体 说 来 , 在 例 19.2-3 F, 非 线性 目标 函数 


2 一 47r1 十 6zo 一 222 一 2x1 r3 一 222 


在 目标 单元 格 D5 中 输入 为 
74*B10*6*c10-2*B10^2-2*B10*C10-2*C1072 
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vl =44810+6*C10-2rB10 2-2+B10+C10-2+C10 2 


ZEN 
E] 


zjale efjo] 


REHGAXAQU: 
€T ORNO ORMO OMIY o 
可 变 单 元 格 @): 
íssiioscsi 7707007 
HR): 
{$p$10:$c510 0 0 ~ 
$D$8 4- $F$6 


[12] 
| 
四 
H 
25] 
[21] 
23 
[24] 


w 


图 19.6 例 19.2-3 二 次 规划 的 Excel 规划 求解 


因此 , 变化 单元 格 为 B10:C10[= (z1, z2)]. 注意 单元 格 B5:C5 在 模型 中 根本 没有 用 
到 . 为 了 更 清楚 , 我 们 输入 NL 来 指示 相应 的 约束 是 非 线性 的 . 另外 , 可 以 在 选项 对 
话 框 中 指定 变量 的 非 负 性 , 也 可 以 直接 加 入 非 负 性 约束 . 


习题 19.2B 
*1。 考虑 问题 : 
max z 一 6zl 十 3zz — Azxiz2 — 2r? 一 3z3 

s.t. zy + xz2<1 

2231-32 <4 

T1, T2 20 

说 明 z 是 严格 凹 函数 , 并 用 二 次 规划 算法 求解 该 问题 . 

*2。 考 虑 问题 : 


min z = 2z2 十 222 + 32$ + 2zi1z2 4222253 十 zi 一 3z2 一 573 
s.t，Z1 + T24z321 
371 272-4 r3 «6 


21,22,23 20 


说 明 z 是 严格 凸 函数 , 并 用 二 次 规划 算法 求解 该 问题 . 
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19.2.3 ”机 会 约束 规划 


在 机 会 约束 规划 情形 下 , 约束 的 系数 为 随机 变量 , 而 且 约 束 是 由 最 小 概率 来 实 
现 的 . 数学 上 , 这 一 问题 定义 为 


n 
max z= > Cy; 
j=1 


s.t. P [Eso < «| 21-0, i—12, .,m, zj 20, 对 于 所 有 的 7 
j=1 
参数 ay 和 b, 都 是 随机 变量 , 约束 i 用 不 超过 1 - ai, 0 < o; < 1 的 最 小 概率 实现 . 
考虑 3 种 情况 : 
(1) 只 有 ai 是 随机 的 , 对 于 所 有 的 ij; 
(2) 只 有 b; 是 随机 的 , 对 于 所 有 的 i; 
(3) a; 和 b, 都 是 随机 的 , 对 于 所 有 的 i j. 
在 所 有 这 3 种 情况 中 , 假定 这 些 参 数 服从 已 知 平均 值 和 方差 的 正 态 分 布 . 
情况 1 每 个 Qij 都 是 正 态 分 布 的 ， 平均 值 为 Et{ai;), 方差 var(a;;), Qij 和 Qj 的 
协 方差 为 cov(ai;, avj} 考虑 


了 [Ese < «| 之 1 — Qi 
j71 
并 定义 
hi 一 X ous; 

j=1 

则 h; 服从 正 态 分 布 , B. 
E(hi) 一 YEfoujai var(hi) 一 X'D,X 

其 中 


X —(2z1,22,::: , £n)" 


var(ai) e cov{fait ais) 
Di - 88 i 个 协 方 差 矩阵 = | : : | 
cov (ais, a) tfe var(ajs) 


由 此 得 


E(hi) < 5 - El) 
Pi <a) =p [S EI < ede poi T% 
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其 中 Nen 服从 均值 为 0、 方差 为 1 的 标准 正 态 分 布 . 这 意味 着 


bi Ef{hi)} 
P{h; < bi} = F (e) 


其 中 F 表示 标准 正 态 分 布 的 CDF. 
S Ko, 为 标准 正 态 值 , 使 得 


F(K4,)— 1 一 ar 


则 着 使 P{hi < b) > 1— o, 成 立 , 当 且 仅 当 


由 此 得 到 下 面 的 确定 性 约束 : 
Y, E(o;5)7; + Ko. XT D; X < b; 
j-21 


cov(a;j, ayp} — 0 


且 最 后 一 个 约束 简化 成 


» E(ai)z; + Ko, | Y verlas]? <S bi 
je j=1 
v=, | 》 var(ou])2?, 对 于 所 有 的 i 
j=l 


可 以 把 这 个 约束 写成 可 分 离 规划 形式 (19.2.1 5). 因此 , 原 约束 等 价 于 


利用 代 换 


n 
Y Ef{ai}z; 十 Kayi € bi 


j=1 


n 
S varfas}a? -y =0 
j=1 
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情况 2 FUN b; 是 正 态 分 布 的 , 平均 值 为 E{bi}, DÆ ver(b;). 和 情况 1 的 分 析 类 
似 , 考虑 随机 约束 


P fa 2 Es) 2 Qi 
j=1 
和 情况 1 一 样 ， n 
p) bi- Eib) A^ CU PR » o. 
vvar(b) ^ v var(bi) m 
上 式 成 立 仅 当 


n 
2 Qijfj 一 Ef{b:} 
J— 


v var(bi) 
因此 , 这 个 随机 约束 等 价 于 确定 性 的 线性 约束 


Y aus; < Ef{b:} 十 Ka, V var(b,) 
j=1 
情况 3 ”在 这 种 情况 下 , 所 有 的 o; 和 o; 都 是 正 态 随 机 变量 . 考虑 约束 
Y aijZJ1 & bi 
j=1 


S Ka; 


上 式 可 写成 


n 
o aus; — bi «0 
j=1 


由 于 所 有 的 a; 和 o; SERES, X a;jz; — bi 也 是 正 态 的 . 这 表明 机 会 约束 


化 简 为 情况 1 的 情形 , T 可 以 按照 类 似 的 方法 处 理 . 
例 19.2-4 
考虑 机 会 约束 问题 
max z = bz, + 623 4-323 
s.t. P(ai1z1 + a1272 + a1323 <S 8) > 0.95 
P(5z1 + z2 十 6za < b2} 2 0.10 


T1, T2, T3 2 0 


设 参 数 2, j = 1,2,3 为 独立 正 态 分 布 的 随机 变量 , 其 平均 值 和 方差 分 别 是 : 


E(a11) 一 1, E(a12) 一 3, E(a13) 一 9 
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var{aıı} = 25, var(ai2) = 16, var(ai3) 一 4 


参数 b 服从 正 态 分 布 , 平均 值 为 7, 方差 为 9. 
根据 附录 B 中 的 标准 正 态 表 (或 excelStatTables.xls)， 


Ka, = Koos 入 1.645, Kan = Ko.10 =æ 1.285 


对 于 第 1 个 约束 , 等 价 的 确定 性 约束 为 


£1 322 十 9zs + 1.6454/257] + 1672 + 42 < 8 


对 于 第 2 个 约束 
5zl + T2 + 6z3 < 7 + 1.285(3) = 10.855 


上 述 问题 可 作为 非 线 性 规划 用 AMPL 或 Excel 规划 求解 来 求解 , 也 可 以 转化 为 下 
面 的 可 分 离 规 划 : 
y? = 25x? + 1622 + Az2 


问题 变 成 


max z = zi + 623 十 373 
s.t. £1 十 372 十 913 + 1.6459 < 8 
2572 + 1622 +4z3 - y? = 0 
Oz; + £2 + 673 € 10.855 


T1, T2, T3, Y 2 0 


这 个 问题 可 以 用 可 分 高 规划 来 求解. 


Excel 规划 求解 程序 
例 19.2-4 非 线性 问题 的 Excel 最 优 解 如 图 19.7 所 示 (文件 excelCCP.xls). 只 
有 约束 的 左 端 项 是 非 线性 的 , 在 单元 F7 中 输入 
z»25«*B12^2*16*c12^2*-4*D12^2-E12^2 


习题 19.2C 
*1. 把 下 面 的 随机 问题 转化 为 一 个 等 价 的 确定 性 模型 , 


max z = z1 +2r2 + 5r3 
s.t. P(aizi + 372 十 Q373 € 10} 2 0.9 
P(72i 二 522 十 X3 € b2} 201 


T1, T2, T3 之 0 
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19.7 例 19.2-4 机 会 约束 规划 的 Excel 规划 求解 


设 ai 和 as 是 独立 正 态 分 布 的 随机 变量 ,平均 值 E{a1} = 2, E(as) = 5, 方差 var{a1} = 9, 
var{as} = 16. b 正 态 分 布 , 平均 值 为 15, 方差 为 25. 
2. 考虑 以 下 随机 规划 模型 : 
max z= fı +r 十 z3 
s.t. P(z1-Fa2z2 + as /z3 < 10) > 0.9 
21,22,23 2 0 


参数 a; 和 as 是 独立 正 态 分 布 的 随机 变量 , 平均 值 分 别 为 5 和 2, 方差 分 别 为 16 和 25. 
将 该 问题 转化 为 一 种 (确定 性 的 ) 可 分 离 规划 形式 . 


19.2.4 ”线性 组 合 方法 
本 节 求 解 下 述 问题 , 其 中 所 有 约束 为 线性 : 
max z — f(X) 
st. AX «b, X20 
求解 方法 基于 最 速 上 升 (梯度 ) 方法 (19.1.2 385). 但 是 , 由 梯度 向 量 指定 的 方向 可 能 
不 会 产生 该 约束 问题 的 一 个 可 行 解 ， 另 外, 在 最 优 (约束 ) 点 处 的 梯度 向 量 不 一 定 


为 零 . 因此 必须 对 最 速 上 升 方法 进行 修改 , 以 便 处 理 带 有 约束 的 情况 . 
4 Xk 为 第 k 步 和 迭代 可 行 的 试验 点 , 目标 函数 (X) 可 在 X, 邻 域 内 用 泰勒 
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级 数 展开 , 得 到 
F(X) & f(X&) + Vf(X&)(X — X4) = (Xx) - Vf(Xk)X4) + Vf(XX)X 


求解 方法 要 求 确定 一 个 可 行 点 X = X", 使 得 在 问题 的 (线性 ) 约束 下 求 出 f(X) 
的 最 大 值 . 由 于 (Xx) - Vf(X4)X& 是 一 个 常数 , 因此 求 X 的 问题 简化 为 求解 
下 述 线性 规划 : 


max w(X)=Vf(X,)X 
st AX <b, X20 


因为 w 是 由 在 Xe 点 处 FOX) 的 梯度 构造 成 的 , 所 以 当 且 仅 当 wi (X) > 
wk(X4) 时 , 才能 保证 得 到 改善 的 解 点 . 根据 泰勒 展开 式 , 只 有 当 x* 位 于 Xr 的 
WRA, 上 述 条 件 才能 保证 f(X*) > f(X4). 但 是 由 于 w, (X^) > w,(X,), 故 必 
存在 线段 (Xx, X*) 上 的 一 点 Xerri, 使 得 (Xr) > fX). 我 们 的 目的 是 求 出 
Xr 定义 


Xk+ = (1-r)Xk+rX*= Xk +r(X*- X4), 0cr «1 


这 就 意味 着 , Xa 是 X, 5 X^ 的 线性 组 合 . 因为 X, 和 X" 是 一 个 西 解 空 间 中 
的 两 个 可 行 点 , 因此 Xr 也 是 可 行 点 . 按照 最 速 上 升 方法 (19.1.2 节 ), 参数 > 代 
表 步 长 . 

确定 Xe 是 要 让 f(X) 达到 最 大 . 由 于 Xr 只 是 > 的 函数 , 确定 Xr 就 
是 求 极 大 值 

h(r) = f(Xk +r(X* — X4)) 

重复 上 述 过 程 , EDR k 次 迭代 , 使 得 wl X") < wX). 在 该 点 处 , 不 可 能 
再 有 改善 , 过 程 终止 , XX 为 最 好 的 解 点 . 

连续 迭代 中 生成 的 线性 规划 问题 仅仅 在 目标 函数 的 系数 上 有 差别 , 因此 4.5 节 


中 介绍 的 后 最 优 分 析 方 法 可 用 来 进行 有 效 的 计算 . 
例 19.2-5 


考虑 例 19.2-3 的 二 次 规划 问题 . 


max f(X)-4z,-6z5 — 222 — 27172 — 22 
s.t. ZL 十 272 乏 2 


21,2220 
令 初始 试验 点 Xo = (1, D), 它 是 可 行 的 . 现 有 


V(X) = (4 一 4zl — 272,6 — 211 一 472) 
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和 迭代 1 
Vf(Xo) = (1,3) 


相应 的 线性 规划 是 在 原 问题 的 约束 下 求 un = zi + 3z2 的 最 大 值 . 这 给 出 最 优 解 
X* = (0,1). wi Æ Xo A X* 点 的 值 分 别 为 2 和 3. 因此 新 的 试验 点 确定 为 


x= (3) tfen- (33) - 2:422) 


因此 

nin =s (F) 
的 最 大 值 点 为 n = 1. 因此 有 X, = (0,1), f(X1) = 4. 
ik 2 


Vf(X1) = (2.2) 


新 的 线性 规划 问题 的 目标 函数 为 wa = 221-222. 这 个 问题 的 最 优 解 为 X* = (2,0). 
由 于 w 在 X, 和 XX* 点 的 值 分 别 为 2 和 4, 因此 新 的 试验 点 确定 为 


Xə = (0,1) + r[(2,0) — (0,1)] = (2r,1 = r) 


从 而 
h(r) = f(2r,1— r) 
的 最 大 值 点 为 ra = 1. 因此 有 X= (2,3), f (X3) ~ 4.16. 
迭代 3 
Vf(X2) = (1,2) 
相应 的 目标 函数 为 wa = zl + 2za. 这 个 问题 的 最 优 解 为 X* = (0,1) 或 X* = (2,0). 
由 于 w 在 这 两 个 点 的 值 都 等 于 X: 的 值 , 因此 不 可 能 有 进一步 的 改善 . 近似 最 优 
解 为 X2 = (1,8), /(X2) = 416, 这 恰好 就 是 精确 最 优 解 . 
习题 19.2D 
1. 用 线性 组 合 方法 求解 以 下 问题 . 
min f(X) = r? + z3 — 3rıx2 
s.t. 3x1-F T23 


5zi —3z2&5 
21,2220 
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19.2.5 SUMT 算法 


本 节 介绍 一 种 更 一 般 性 的 梯度 方法 , 假定 目标 函数 (X) 是 四 的 , 每 个 约束 函 
数 9, CX) 都 是 凸 函数 . 此 外 , 解 空 间 必 须 有 内 点 . 这 也 就 排除 了 等 式 约束 的 情形 . 

SUMT 算法 (Sequential Unconstrained Maximization Technique, 序 贯 无 约束 最 
大 化 算法 ) 是 基于 把 约束 问题 变换 成 等 价 的 无 约束 问题 , 多 少 有 些 类 似 于 拉 格 朗 日 
乘 子 方法 , 经 过 变换 后 的 问题 就 可 以 用 最 速 上 升 方法 求解 了 (19.1.2 节 ). 

为 了 更 进一步 说 明 这 一 概念 , 考虑 新 问题 


p(X,t) = f(X) t (E w L i 
i-i 7t j=1 


其 中 上 是 一 个 非 负 参数 . 第 2 个 求 和 符号 表示 非 负 约束 , 必须 写成 -zj < 0 的 形 
X, 以 便 和 原来 的 约束 一 致 . 由 于 g;(X) 是 凸 的 , 则 xy 是 四 的 ， 这 意味 着 p(X. t) 
是 X 的 凹 函数 . 这 样 , p(X, t) 具有 唯一 的 最 优 解 . 求 原 约束 问题 的 最 优 解 等 价 于 
K pX, t) 的 最 优 解 . 

本 算法 从 任意 选择 t 的 非 负 初始 值 开始 , 选择 初始 点 Xo 作为 第 一 个 试点 . 这 
个 点 必 为 一 内 点 ， 即 必须 不 在 解 空间 的 边界 上 .给 定 t 的 值 , 用 最 速 上 升 方法 求 
P(X, t) 相应 的 最 优 解 (最 大 值 点 ). 

这 个 新 的 解 点 将 永远 保持 内 点 , 因为 假如 解 点 接近 于 边界 的 话 , 则 至 少 有 一 个 
函数 Ley 或 -十 将 会 取得 非常 大 的 负 值 . 因为 我 们 的 目标 是 求 p(X, 0) 的 最 大 
fü, NV 自动 被 排除 掉 其 主要 的 结果 是 , 连续 的 解 点 将 总 是 内 点 , 这样 , 这 
一 问题 可 以 总 是 作为 无 约束 问题 的 情况 来 处 理 . 

一 旦 得 到 了 与 给 定 t 值 对 应 的 最 优 解 , 就 生成 一 个 新 的 t 值 , (用 最 速 上 升 法 ) 
重复 这 一 最 优化 过 程 . H r 是 t 的 当前 值 , 则 必须 选择 下 一 个 值 帮 使 得 0 cU e. 

SUMT 算法 的 结束 条 件 是 , 对 于 两 个 连续 的 上 值 , BR p(X, t) 的 最 大 值 而 得 
到 的 X 的 最 优 值 近似 相等 . 在 这 一 点 处 , 进一步 的 试点 几乎 不 产生 改善 . 

SUMT 算法 的 实际 运用 还 涉及 更 多 的 细节 , 特别 是 , t 的 初始 值 的 选择 是 影响 
收敛 速度 的 一 个 重要 因素 . 进一步 地 , 确定 初始 内 点 也 需要 特殊 的 技巧 . 这 些 细节 
可 以 参考 Fiacco and McCormick(1968). 
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本 章 导 读 ”本章 分 为 3 节 .，20.1 节 主 要 介绍 已 经 在 第 6 章 中 出 现 过 的 带 有 
容量 限制 的 最 小 费用 流 问 题 . 这 种 网 络 流 问 题 涉及 各 条 弧 上 有 容量 的 限制 , 同时 在 
不 同 的 节点 上 也 可 以 有 外 部 的 流 进入 或 者 内 部 的 流离 开 , 目标 是 找到 满足 容量 限制 
和 额外 流 约束 条 件 下 的 最 小 费用 流 . 第 6 章 中 的 最 短路 径 问题 和 最 大 流 问 题 都 是 
它 的 特例 .本 章 其 余 的 两 节 讨论 的 主要 是 第 13 章 提 到 的 问题 , 求解 大 规模 的 LP 
问题 . 源 于 20 世纪 60 年 代 的 分 解 算法 , 是 将 有 特殊 结构 的 大 规模 LP 问题 分 解 为 
易于 计算 的 子 问题 . 由 于 这 种 算法 会 带 来 大 量 的 计算 , 所 以 它 只 是 在 理论 上 比较 经 
典 , 而 实际 上 却 很 难 进行 计算 . 另 一 方面 , 20 世纪 80 年 代 Karmarkar 提出 的 内 点 
算法 却 是 理论 和 计算 都 可 行 的 . 与 单纯 形 算法 不 同 的 是 , 内 点 算法 的 选 代 是 通过 对 
可 行 解 区 域 进行 分 割 得 到 的 . 从 计算 复杂 性 的 角度 来 看 , 单纯 形 算法 是 指数 时 间 的 
算法 , 而 内 点 算法 则 是 多 项 式 时 间 的 算法 . 因此 , 内 点 算法 更 适用 于 大 规模 的 线性 
规划 . 

本 章 包 括 7 个 例题 、34 个 节 后 习题 、2 个 AMPL 模型 、1 个 Excel 规划 求解 
模型 和 2 个 案例 , 其 中 案例 在 本 书 的 附录 E 中 . AMPL/Excel/Solver/TORA 程序 
放 在 文件 夹 ch20Files rP. 


20.1 带 有 容量 限制 的 最 小 费用 流 问题 


研究 带 有 容量 限制 的 最 小 费用 流 问题 基于 下 面 的 假设 . 

(1) 所 有 的 弧 都 是 有 向 的 ( 单 向 的 ). 

(2) 每 条 弧 上 有 一 个 相应 的 ( 非 负 的 ) 单位 流 费 用 . 

(3) 弧 上 也 可 以 有 容量 限制 的 正 的 下 界 约束 . 

(4) 网 络 中 的 任何 一 个 节点 都 可 以 作为 源 点 , 也 可 以 作为 汇 点 . 

新 的 模型 就 是 要 寻找 满足 弧 上 容量 限制 和 节点 上 供应 量 和 需求 量 条 件 的 最 
DRAR. 首先 建立 带 有 容量 限制 的 网 络 流 模型 以 及 它 的 等 价 的 线性 规划 表示 ， 
然后 根据 这 个 线性 规划 表示 来 设计 用 于 求解 网 络 流 模型 的 一 种 特殊 的 限制 单纯 形 
算法 . 


20.1.1 网 络 表示 


考虑 一 个 带 有 容量 限制 的 网 络 G = (N, A), 其 中 N 是 节点 的 集合 , 4 是 弧 的 
集合 . 定义 
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zi 二 从 节点 i 到 节点 ; 的 总 流量 
ull) -3K (i,7) 上 容量 的 上 界 (F) 
ci; 三 从 节点 i 到 节点 7 的 单位 流 费 用 
所 = 节点 i 上 的 网 络 流 


20.1 直观 地 描述 了 在 弧 (i,7) 上 定义 的 各 个 量 . 标号 [A] 的 意义 是 , 当 节 点 
i 有 网 络 供应 量 时 , [月 取 正 值 ; 当 节点 ;有 网 络 需 求 量 时 , [f:] 取 负 值 . 


Ul " 


OG) 
( 


lu) 
a, 
20.1 带 有 外 部 流 的 容量 限制 弧 


例 20.1-1 

GrainCo 从 3 个 仓库 为 3 个 家 禽 农场 提供 饲料 ，3 个 仓库 的 供应 量 分 别 是 
100, 200, 50 FARE (1 蒲式耳 等 于 8 WE), 3 个 农场 的 需求 量 分 别 是 150, 80, 120 
千 蒲 式 耳 . GrainCo 主要 是 通过 铁路 将 饲料 运送 到 农场 , 另外 部 分 路 段 也 可 以 使 用 
卡车 运输 . 

20.2 给 出 了 在 仓库 和 农场 之 间 可 用 的 路 线 . 仓库 用 节点 1,2,3 表示 , 它们 的 
供应 量 分 别 为 [100], [200], [50]; 农场 用 节点 4,5,6 表示 , 需求 量 分 别 是 [-150], [—80], 
[-120]. 同时 我 们 允许 在 仓库 之 间 有 几 条 路 线 , 如 图 所 示 . M (1,4), (3,4), (5,6) 是 
卡车 路 线 , 这 些 路 线 上 有 容量 的 上 界 和 下 界限 制 . 例如 , 路 线 (1,4) 上 的 容量 限制 是 
介 于 50 和 80 千 薄 式 耳 之 间 . 其 他 所 有 的 路 线 都 是 铁路 , 相应 的 最 大 容量 实际 上 是 
没有 限制 的 . 图 中 同时 给 出 了 每 条 弧 上 相应 的 单位 运输 费用 . 


[^89] 


图 20.2 $ 20.1-1 中 的 容量 限制 网 络 


习题 20.1A 
*1， 根 据 下 面 的 数据 , 生产 某 种 产品 来 满足 一 个 4 阶段 计划 期 的 需求 : 
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阶段 需求 量 单位 产品 成 本 ($) 单位 产品 的 存储 费用 (3) 
100 24 1 


1 

2 2 
3 95 21 1 
4 2 


假定 不 允许 延迟 交 货 , 用 网 络 模型 表示 这 个 问题 . 

. 在 第 1 题 中 , 假定 允许 延迟 交 货 , 延迟 交 货 一 个 阶段 则 一 个 单位 产品 惩罚 $1.5. 用 网 络 模 
型 表示 这 个 问题 . 

. 在 第 1 题 中 , 假定 4 个 阶段 的 生产 能 力 分 别 为 110, 95, 125, 100, 也 就 是 说 如 果 不 允 许 延 
述 交 货 则 某 些 阶段 的 需求 量 就 得 不 到 满足 . 假定 延迟 交 货 一 个 阶段 则 一 个 单位 扰 罚 $1.5. 
用 网 络 模 型 表示 这 个 问题 . 

. Daw Chemical 公司 拥有 两 家 工厂 , 给 两 个 客户 生产 一 种 基本 的 化 学 化 合 物 , 两 个 客户 的 需 
求 量 每 月 分 别 是 660 吨 和 800 吨 . 工厂 1 每 月 的 产量 介 于 400 到 800 吨 , 工厂 2 的 产量 
介 于 450 到 900 吨 . 工厂 1 和 工厂 2 生产 这 种 化 合 物 的 单位 (每 吨 ) 成 本 分 别 是 $25 和 
$28. 工厂 的 原材料 由 两 个 供应 商 提供 , 承诺 为 工厂 1 每 月 提供 至 少 500 吨 , 每 吨 $200; 为 
IJ 2 每 月 提供 至 少 700 mi, 每 吨 $210. 同时 Daw Chemical 公司 还 要 负责 承担 原材料 
运 进 以 及 化 合 物 运 出 的 运输 费用 . 从 供应 商 1 运输 1 吨 原材料 到 工厂 1 和 工厂 2 的 费用 
分 别 是 $10 和 $12; 同样 供应 商 2 运输 1 吨 原材料 到 工厂 1 和 工厂 2 的 费用 分 别 是 $9 
和 $13. 从 工厂 1 运输 1 吨 的 化 合 物 到 客户 1 和 客户 2 的 费用 分 别 是 $3 和 $4; 从 工厂 
2 运输 1 吨 的 化 合 物 到 客户 1 和 客户 2 的 费用 分 别 是 $5 和 $2. 假定 1 吨 的 原材料 可 以 
生产 1 吨 的 化 合 物 , 请 用 网 络 模型 表示 这 个 问题 . 

。 要 求 两 所 公立 学 校 通过 招收 少数 民族 的 学 生来 维持 种 族 平衡 . 在 两 所 学 校 的 招生 人 数 中 少 
数 民族 的 学 生 要 占 30% 到 40%. 非 少数 民族 的 学 生 住 在 两 个 社区 , 少数 民族 的 学 生 住 在 3 
个 其 他 的 社区 , 从 5 个 社区 和 两 所 学 校 之 间 的 距离 见 下 表 : 


从 学 校 到 社区 的 往返 里 程 (英里 ) 
学 校 最 大 招生 人 数 少数 民族 社区 非 少数 民族 社区 
1 2 3 1 2 
1 1 500 20 12 10 4 5 
2 2 000 15 18 8 6 5 


学 生 总 数 500 450 300 1 000 1 000 


建立 这 个 问题 的 网 络 模型 , 并 确定 每 个 学 校 的 少数 民族 学 生 和 非 少数 民族 学 生 招生 的 
AZ. 
- (Charnes and Cooper, 1967) 在 接 下 来 的 3 个 月 里 , 农场 主 们 收割 庄稼 并 卖 给 一 个 当地 的 
收购 中 心 , 然后 收购 中 心 再 将 粮食 出 售 给 零售 商 ， 下 表 给 出 了 收购 中 心 在 这 3 个 月 中 收购 
粮食 和 出 售 粮食 的 价格 . 
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月 份 每 吨 的 收购 价格 ($) 每 吨 的 出 售 价格 (S) 
1 200 250 
2 190 230 
3 195 240 


收购 中 心 的 最 大 容量 是 800 吨 , 可 以 用 于 购买 新 粮食 的 现金 有 $100 000. 第 1 个 月 
开始 的 时 候 , 收购 中 心 的 容量 已 经 占用 了 一 半 . 估计 收购 中 心 每 月 每 吨 粮食 的 存储 费用 为 
$10. 剩余 的 现金 每 月 有 1% 的 利息 . 目标 是 确定 一 个 购买 /出 售 策略 , 使 得 在 第 3 个 月 结 
束 的 时 候 可 以 获得 最 多 的 现金 . 

建立 这 个 问题 的 网 络 模型 . 


20.1.2 ”线性 规划 模型 


我 们 为 带 有 容量 限制 的 网 络 模型 建立 线性 规划 模型 ， 它 是 20.1.3 节 将 要 涉及 
的 限制 单纯 形 算法 的 基础 . 使 用 20.1.1 节 引 入 的 符号 , 可 以 为 容量 限制 网 络 建立 下 
面 的 线性 规划 : 


min z= D Dis 


(tj) EA 


s.t. J Tjk — J Tij = fj jeN 
k i 
G.k)€A (LD)EA 


lij S Tij S uij, (ij) EA 
满足 节点 ; 的 网 络 流 f; 的 等 式 为 : 
节点 j 的 输出 流 — 节点 ; 的 输入 流 = f; 


如 果 方 > 0, 那么 节点 了 被 视 为 一 个 源 点 ; 如 果 f; < 0 则 被 视 为 一 个 汇 点 . 
利用 下 面 的 式 子 进行 代 换 , 可 以 把 变量 的 下 界 去 掉 : 
Tij = Tij + lij 
新 的 网 络 流 变量 zt; 有 上 界 约束 wj — L5, 同时 节点 i 的 网 络 流 变 为 f 15, 节 
点 了 的 网 络 流 变 为 f; Lg. 图 20.3 给 出 了 对 于 弧 (sj) 进行 下 界 替 换 的 过 程 . 
办 办 I-i ge th 


$c; "o 
Q Q > O Cark) Q) 
2) 


(hu) 
Tg 
图 20.3 ”去掉 弧 上 的 下 界 约束 


例 20.1-2 
SHA 20.2 所 表示 的 网 络 的 弧 上 下 界 约束 代 换 之 前 和 之 后 的 线性 规划 模型 . 
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根据 每 个 节点 上 的 输入 和 输出 流 的 关系 得 到 线性 规划 的 主要 约束 , 下 面 是 相应 
的 LP 模型 : 


12 zi3 14 T23 T25 T34 T35 T46 T56 
min 3 4 1 5 6 1 2 2 4 
节点 1 1 1 1 = 100 
节点 2 —1 1 1 = 200 
节点 3 一 1 一 1 1 = 50 
节点 4 -1 - 1 =—150 
节点 5 一 1 一 1 1 = —80 
节点 6 一 1 一 1 = 一 120 
下 界 0 0 50 0 0 70 0 0 100 
ER oo oo 80 oo oo 120 oo oo 120 


留心 观察 约束 系数 可 以 发 现 , 对 应 变量 zi 的 列 中 恰好 在 第 i 行 有 一 个 1, 在 
第 3 行 有 一 个 -1, 这 也 正 是 网 络 模 型 的 一 个 典型 特点 . 剩余 的 变量 的 系数 都 是 0. 
这 种 结构 是 网 络 流 模型 的 一 个 典型 特征 . 

最 优 值 是 z = $1 870 000, 其 中 相应 的 最 优 解 为 z13 = 20( 千 薄 式 耳 ), z14 = 80, 
T23 = 20, 125 = 180, z34 ='90, x46 = 20, Tss = 100, 其 余 变量 等 于 0. 

带 有 下 界 约束 的 变量 可 以 使 用 下 面 的 代 换 : 


TX14 二 zia +50 
T34 = X4 十 70 


T56 = T6 +100 


利用 上 面 的 代 换 , 可 以 得 到 下 面 的 线性 规划 模型 : 


3 4 1 5 6 1 2 2 4 

节点 1 1 1 1 = 50 
节点 2 一 1 1 1 = 200 
节点 3 一 1 -1 1 = 一 20 
节点 4 一 ! 一 1 = 一 30 
节点 5 -1 -1 1 一 一 180 
节点 6 -1 -1 = —20 
ER oo oo 30 oo oo 50 oo co 20 


经 过 下 界 代 换 之 后 的 网 络 如 图 20.4 所 示 . 值得 注意 的 是 , 可 以 通过 使 用 图 20.3 
中 弧 上 的 下 界 代 换 直接 得 到 图 20.4 的 网 络 , 而 不 需要 首先 将 问题 表示 为 一 个 线性 
规划 模型 . 
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[- 180] 
20.4 4 20.1-2 中 经 过 下 界 代 换 之 后 的 网 络 


最 优 值 是 z = $1350 000( 或 者 z = 1 350 000 + 50 x 1 000 +70 x 1 000+ 
100 x 4 000 = $1 870 000), 其 中 最 优 解 是 zis = 20( 千 蒲式耳 )， 21, = 30( 或 者 
z14 = 30 + 50 = 80), z23 = 20, ros = 180, z4, = 20( 或 者 za4 = 20 + 70 = 90), 
z46 = 20, zig = 0( 或 者 rs6 = 0 + 100 = 100). 这 与 进行 下 界 代 换 之 前 求 出 的 最 优 解 
相同 . 
例 20.1-3 (雇用 调度 ) 

下 面 给 出 的 例题 的 网 络 模型 将 要 说 明 , 虽然 初始 的 时 候 不 满足 节点 上 的 流 的 需 
R ( 即 不 满足 节点 的 输出 流 减 去 输入 流 等 于 这 个 节点 网 络 流 ), 但 是 , 可 以 通过 对 线 
性 规划 模型 的 约束 进行 一 些 相 应 操作 , 使 得 节点 上 的 流 满足 网 络 流 模 型 的 要 求 . 

Tempo Employment Agency 拿 到 一 份 合 同 , 需要 在 接 下 来 的 4 个 月 (1 月 到 4 
月 ) 按照 下 面 的 要 求 组 织 工 人 生产 : 


月 份 1H 2H 3H 4 月 
IASXH 100 120 80 170 


根据 每 月 工人 人 数 需求 的 变化 , 或 许 让 工人 连续 工作 会 比分 阶段 雇用 工人 更 节 
£j. 下 表 给 出 了 雇用 一 名 工人 的 费用 取决 于 这 名 工人 的 工作 月 数 : 


雇用 时 间 长 度 (月 数 ) 1 2 3 4 
每 名 工人 的 费用 ($) 100 130 180 220 
令 
zi; 一 从 月 份 初 雇用 到 j 月 份 初 结束 的 工人 数 
例如 , zi 表示 雇用 只 在 1 月 份 工作 的 工人 数 . 为 了 建立 这 个 问题 的 线性 规划 
模型 , 我 们 引入 5 月 作为 虚拟 月 份 , 则 rs 表示 雇用 只 在 4 月 份 工 作 的 工人 数 . 


根据 变量 的 定义 , 对 于 所 有 满足 i < k < j 的 zi, 都 可 以 来 满足 上 月 份 的 工人 
数 需 要 . 用 si > 0 表示 i 月 份 的 剩余 工人 数 , 那么 线性 规划 模型 是 : 
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Tl2  Ti3 214  T15 123 224 T25 134 T35 T45 81 S2 33 34 
100 130 180 220 100 130 180 100 130 100 


1 月 1 1 1 1 一 1 —100 
2H 1 1 1 1 1 1 -1 —120 
3H 1 1 1 1 1 1 -1 = 80 
4H 1 1 1 1 -1 =170 


上 面 得 到 的 线性 规划 模型 不 是 一 个 具有 (-1,1) 特殊 结构 的 网 络 流 模 型 (参见 
例 20.1-2), 但 是 , 如 果 使 用 下 面 的 算术 操作 就 可 以 将 上 面 的 线性 规划 转化 为 一 个 网 
络 流 模型 . 

(1) 对 于 带 有 n 个 等 式 的 线性 规划 , 引入 一 个 新 的 等 式 , 记 作 第 ”上 + 1 个 , CE 
将 第 ”个 等 式 两 边 同时 乘 以 -1 得 到 的 . 

(2) 第 1 个 等 式 不 变 . 

(3) 对 于 ; = 2,3,.… ,m 用 (等 式 0) - (8X i — 1) 来 代替 等 式 i. 

将 上 面 的 操作 应 用 到 本 例题 的 雇用 调度 中 , 可 以 得 到 下 面 的 线性 规划 模型 ,这 
个 模型 的 结构 满足 网 络 流 模型 : 


. T12 T13 X14 T15 T23 T24 T25 T34 T35 T45 81 $2 33 $4 
mm "i00 130 180 220 100 130 180 100 130 100 


1 月 1 1 1 1 一 1 = 100 
2 月 -1 1 1 1 1 -1 = 20 
3 H -1 -1 1 1 1 -1 = —40 
4 月 -1 -1 -1 1 1 -1 = 90 
5H -1 -1 -1 -1 1 --170 


使 用 上 面 的 线性 规划 模型 , 可 以 将 雇用 调度 问题 等 价 地 表示 成 如 图 20.5. 所 示 
的 最 小 费用 流 的 网 络 . 由 于 这 个 问题 中 弧 上 没有 容量 上 界 的 约束 , 所 以 它 也 可 以 看 
作 一 个 运输 模型 (参见 5.5 节 ). 


图 20.5 雇用 调度 问题 的 网 络 模型 


最 优 解 是 zs = 100, z25 = 20, zas = 50, 其 他 的 变量 都 是 0. 下 表 给 出 了 这 4 
个 月 份 中 雇用 和 解雇 的 情况 . 总 的 费用 是 $30 600. 
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月 份 ”雇用 的 工人 数 。” ”解雇 的 工人 数 工人 总 数 
1 月 100 0 100 
2 月 20 0 120 
3 月 0 0 120 
0 


4 月 50 


习题 20.1B 
*1。 写 出 图 20.6 所 表示 的 最 小 费用 流 网 络 在 经 过 下 界 代 换 之 前 和 之 后 的 线性 规划 模型 . 


(20] 


[-30] 


(0,9) - 
[740] 
20.6 习题 20.1B 第 1 题 的 网 络 


2. 使 用 检查 法 , 找到 例 20.1-3( 图 20.5) 中 雇用 调度 问题 最 小 费用 流 模型 的 一 个 可 行 解 . 说 明 
这 个 解 给 出 的 雇用 和 解雇 的 模式 满足 每 一 个 月 的 工人 数 需 求 , 并 计算 出 相应 的 总 费用 . 

3. 在 例 20.1-3 中 , 假定 一 个 工人 至 少 要 被 雇用 2 个 月 , 重新 建立 雇用 调度 模型 . 写 出 相应 的 
线性 规划 , 并 把 它 转化 成 一 个 最 小 费用 网 络 流 模型 . 

4. 对 于 例 20.1-3 中 雇用 调度 的 模型 , 根据 下 面 给 定 的 5 个 月 工人 数 需 求 数据 , 建立 线性 规划 
模型 和 相应 的 最 小 费用 流 的 网 络 . 雇用 一 名 工人 连续 工作 1 到 5 个 月 的 每 月 费用 为 $50, 
$70, $85, $100, $130. 


(a) 


H 份 1 2 3 4 5 
需要 的 工人 数 300 180 90 170 200 
(b) 
月 份 1 2 3 4 5 


需要 的 工人 数 200 220 300 50 240 


S. 将 有 容重 限制 的 网 络 转化 为 无 容量 限制 的 网 络 .证 明 : 一 条 带 有 容量 限制 ri < uy DSL 
(i 一 3) 可 以 用 两 条 无 容重 限制 的 弧 (i — k) 和 (k 一 j) 来 代替 , 其 中 在 节点 上 上 增加 一 
个 输出 , 流 [一 ws], 在 节点 7 上 增加 一 个 输入 流 [+u]. 这 样 做 的 结果 就 是 将 一 个 有 容量 
限制 的 网 络 转 化 成 一 个 无 容重 限制 的 运输 模型 (参见 5.1 节 ). 将 上 面 的 结论 应 用 到 图 20.7 
给 出 的 网 络 上 , 并 通过 求解 无 容量 限制 的 运输 模型 来 找 出 原始 网 络 的 最 优 解 . 
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图 20.7 习题 20.1B 第 5 题 的 网 络 


20.1.3” 带 有 容量 限制 的 网 络 的 单纯 形 算法 


这 种 算法 的 步骤 仍然 是 经 典 的 单纯 形 方法 , 只 不 过 是 为 了 适应 最 小 费用 流 模型 
的 特殊 网 络 结构 而 设计 的 . 
根据 20.1.2 节 定 义 的 线性 规划 模型 , 给 定 节点 i 上 的 网 络 流 为 请 有 容量 限制 
的 单纯 形 算法 要 求 网 络 满足 
»» f=0 
i-l 


这 个 条 件 告诉 我 们 ,网络 中 的 总 供应 量 等 于 总 需求 量 ， 当 这 两 个 量 不 相等 时 ， 
我 们 总 可 以 满足 这 个 条 件 , 通过 增加 一 个 平衡 虚拟 源 点 或 者 汇 点 , 将 这 个 点 与 网 络 
中 所 有 的 点 都 用 弧 相连 , 并 且 弧 上 没有 容量 限制 , 单位 流 费 用 是 0. 然而 , 网 络 流量 
平衡 不 一 定 就 能 保证 网 络 存在 可 行 解 , 因为 是 否 有 可 行 解 依赖 于 弧 上 的 容量 限制 

下 面 给 出 有 容量 限制 的 单纯 形 算法 的 步 又， 当然 首先 要 熟悉 单纯 形 方法 和 对 
侦 理论 (参见 第 3 章 和 第 4 章 ), 同时 还 要 了 解 上 有 界 的 单纯 形 方法 (参见 13.3 38). 
第 0 步 ”找到 网 络 的 一 个 初始 的 基本 可 行 解 ( 弧 的 集合 ) 进入 第 1 步 . 

第 1 步 ”使 用 单纯 形 方法 最 优 性 条 件 , 确定 一 个 进入 基 的 弧 (变量 ) 如 果 解 是 最 
优 的 , 停止 ; 否则 , 进入 第 2 步 . 

第 2 步 ”使 用 单纯 形 方法 可 行 性 条 件 , 确定 一 个 离开 基 的 弧 (变量 ) 得 到 一 个 新 
的 解 , 然后 进入 第 1 步 . 

对 于 一 个 网 络 流 为 0( 即 fit f+- fa = 0) 的 n- 节 点 网 络 ,有 nn 一 1 个儿 
i 的 约束 等 式 . 因此 , 一 个 基本 可 行 解 一 定 包含 n — 1 RIM 可 以 证 明 一 个 基本 可 
行 解 恰好 对 应 网 络 上 的 一 棵 生成 树 (参见 6.2 +). 

第 1 步 中 的 进 基 弧 可 根据 计算 当前 所 有 非 基 弧 (i,j) 的 目标 系数 来 确定 . 如 果 
所 有 的 目标 系数 都 < 0, 那么 当前 的 基本 可 行 解 就 是 最 优 的 ， 否 则 , 选择 目标 系数 
为 最 大 正 数 的 非 基 弧 进 入 基 ， 

计算 目标 系数 是 基于 对 偶 性 , 恰好 与 我 们 在 运输 模型 中 所 作 的 一 样 ( 见 5.3.2 
节 ). 利用 20.1.2 节 定义 的 线性 规划 模型 , 令 w 表示 与 节点 i 的 约束 相对 应 的 对 偶 
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变量 , 那么 对 偶 问题 (排除 上 界 约束 ) 是 : 


n 
max z= 》 fiwi 
i=1 


s.t. wi — wj S Cij, (4,3) EA 


wi 没有 符号 限制 ，; = 1,2,- n 
根据 线性 规划 理论 , 我 们 得 到 
wi 一 wj = cj, XT ES (i, 7) 


因为 原始 的 线性 规划 (20.1.2 节 ) 根据 定义 有 一 个 多 余 的 约束 , 我 们 可 以 给 一 个 对 
偶 变 量 分 配 一 个 任意 值 (与 5.3 节 中 的 运输 算法 进行 比较 ). 为 简便 起 见 , 令 wi = 0. 
然后 可 以 根据 基 等 式 w — w; = ci; 来 确定 剩余 的 对 偶 变 量 的 值 . 根据 4.2.4 节 的 
公式 2 可 以 知道 , 非 基 变量 ry 的 目标 系数 是 相应 的 对 偶 约束 左右 两 边 的 差 值 , 即 
Wi 一 wj — Cij- 令 
Zij = Wi — Wj 
变量 r 的 目标 系数 是 
Zij — Cij = Wi — Wj — Cij 

还 需要 确定 剩余 的 变量 , 下 面 的 例题 给 出 了 详细 的 过 程 . 
例 20.1-4 

现在 有 一 个 连接 两 个 海水 淡化 厂 与 两 个 城市 的 管道 网 络 , 两 个 工厂 每 天 的 供应 
量 分 别 为 40 和 50 百 万 加 仑 , 城市 1 和 城市 2 每 天 的 需求 量 分 别 是 30 和 60 百 万 
We. 节点 1 和 节点 2 分 别 代表 工厂 1 和 工厂 2, 节点 4 和 节点 5 分 别 代 表 城 市 1 
和 城市 2, 节点 3 表示 工厂 与 城市 之 间 的 一 个 升 压 站 . 因为 节点 1 和 节点 2 的 总 供 
应 量 等 于 节点 4 和 节点 5 的 总 需求 量 , 所 以 这 个 模型 已 经 是 平衡 的 . 图 20.8 给 出 
了 相应 的 网 络 . 


单位 费用 N 弧 的 容量 
$5 


20.8 例 20.1-4 的 网 络 
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迭代 0 

第 0 步 确定 一 个 初始 的 基本 可 行 解 . 初始 的 基本 可 行 解 一 定 是 一 棵 生成 树 . 通 
过 直观 的 检查 可 以 得 到 一 棵 可 行 的 生成 树 , 如 图 20.9( 图 中 粗 黑 的 弧 ) 所 示 . 一 般 的 
我 们 使 用 人 工 的 方法 得 到 这 样 一 个 可 行 解 (参见 Bazaraa 等 人 , 1990, pp. 440-446). 


22 一 Cl2 = 0 一 (一 5) 一 3 一 2 
23-057 —5—(—15)-1-9 
zs—C45 = —5-(—15)—4—6 
A (2,5)3534 E30 

代 换 zzs=30 一 ma 

223 和 za 分 别 减 少 30 


20.9 ”第 0 次 迭代 后 的 网 络 


在 图 20.9 中 , 基本 可 行 解 是 由 粗 弧 (1,3), (1,4), (2,3), (3,5) 组 成 的 , 可 行 的 流 
量 分 别 为 30, 10, 50, 60. 剩余 的 弧 (1, 2), (2, 5), (4, 5) 都 表示 非 基 变量 . 弧 上 的 符号 
z(c) 的 标记 表示 相应 的 弧 上 的 流量 为 z 个 单位 , 这 条 弧 上 的 容量 为 < rM c 的 预 
设 值 分 别 是 0 和 oo. 
迭代 1 
第 1 步 确定 进 基 的 弧 . 通过 求解 当前 的 基 方 程 可 以 得 到 对 偶 变 量 的 值 : 


wu = 0 
wi 一 wj 二 ci;， 对 于 所 有 的 基 弧 (, 力 
于 是 得 到 
ax (1,3): wl — Us = 7, 因此 ws 三 一 7 
3 (1,4): wi — w4 = 5, 因此 wa 一 一 5 
I (2,3): ws 一 ws = 2， 因 此 wo = —5 
JA (3.5): ws 一 ws = 8， 因 此 ws = —15 
下 面 为 非 基 弧 计算 zu - c. 
3 (1,2): Wi — wz — c12 = 0 — (—5) -3 = 2 
JÅ (2,5): Wz — ws — c25 = (—5) — (—15)- 1 = 9 
JA (4,5): wa — ws — cas = (—5) — (-15) -4 = 6 
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因此 , RI (2,5) 进入 基本 可 行 解 . 
第 2 步 AXBESU. 从 图 20.9 可 以 看 出 , I (2,5) 与 基 弧 (2, 3) 和 A 5) N 
成 一 个 环 . 根据 生成 衬 的 定义 可 以 知道 , 不 允许 再 有 其 他 的 环 . 由 于 我 们 需要 增加 
新 弧 (2,5) 上 的 流量 , 所 以 必须 调整 这 个 环 上 其 他 弧 上 的 流量 来 保证 新 的 解 是 可 行 
的 . 要 做 到 这 一 点 , 我 们 给 这 个 环 上 增加 的 弧 (就 是 从 节点 2 到 节点 5 的 弧 ) 标记 
一 个 带 有 (+) 的 流 来 代表 这 个 流 的 方向 . 然后 对 环 上 剩余 的 弧 , 根据 它 与 新 增加 弧 
的 流 的 方向 相同 或 不 同 , 也 标记 上 (+) 或 者 (-). 图 20.9 给 出 了 这 种 标记 的 过 程 . 

根据 下 面 的 两 个 条 件 来 确定 进 基 弧 (2,5) 上 可 以 增加 的 最 大 流量 : 

(1) 环 上 包含 的 当前 基 弧 上 的 新 流量 不 能 为 负数 . 

(2) 进 基 弧 上 新 的 流量 不 能 超过 它 的 容量 . 

应 用 第 (1) 个 条 件 可 以 知道 , 弧 (2,3) 和 (3,5) 上 的 流量 减少 不 能 超过 min(50, 
60) = 50 个 单位 ， 根据 第 (2) CREF, I (2,5) 上 的 流量 增加 不 能 超过 它 的 容量 
(= 30 个 单位 ). 因此 在 这 个 环 上 的 流量 最 多 可 以 改变 min{30, 50} = 30 个 单位 , 修 
改 之 后 的 流量 分 别 是 : M (2,5) 上 30 个 单位 , I (2,3) 上 50 — 30 = 20 个 单位 , 弧 
(3,5) 上 60 - 30 = 30 个 单位 . 

由 于 当前 的 基本 可 行 解 的 弧 中 没有 流量 为 0 的 弧 离 开 基 , P 因此 新 的 弧 (2,5) 必 
须 仍 然 为 非 基 弧 , 并 且 流量 达到 了 它 的 上 界 . 然而 为 了 避免 处 理 这 各 已 经 达到 容量 
上 界 的 非 基 弧 , 我 们 引入 下 面 的 代 换 : 


X25 = 30 — z52, 0 < Z52 S 30 
引入 这 个 代 换 就 会 影响 节点 2 和 节点 5 上 的 流量 方程 . 考虑 下 面 的 方程 


节点 2 上 当前 的 流量 方程 : 50 + Z12 = 723 + 125 
节点 5 上 当前 的 流量 方程 : £25 + T35 十 Z45 = 60 


因此 , 利用 代 换 z25 = 30 — 255, 可 以 得 到 


节点 2 上 新 的 流量 方程 : 20 十 zi2 + £52 = 723 
节点 5 上 新 的 流量 方程 : 。 zas + z45 = £52 30 


经 过 代 换 后 的 结果 如 图 20.10 所 示 . 303638 (2,5) 上 流 的 方向 改 为 5 -2, 同 
时 在 代 换 过 程 中 要 将 弧 (2,5) 上 单位 流 的 费用 改 为 -$1. 通过 在 相应 弧 上 的 容量 这 
边 标记 一 个 星 号 来 表明 已 对 这 条 弧 进 行 了 反 向 . 
迭代 2 p 

图 20.10 给 出 了 新 的 zy — cy 值 (请 验证 ! ), JEELTRSR T 3L (4,5) 进入 基本 可 
行 解 . 它 还 定义 了 与 新 弧 的 进入 有 关 的 环 ， 并 对 环 上 的 弧 进 行 了 符号 标记 . 
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" 
{40} Q) 212— C = 0—-(-5)-3-2 
233—657 —15-(-5)-(-1)2—9 
2,5—€4 = 一 5 一 (一 15) 一 4=6 


弧 (4.5) 增 加 5 个 单位 流量 , 进 基 
31(1.4)35 4 E90, 离 基 

fA 35-2 

03 和 za 分别 减少 5 


[29] (2) 
tb 一 一 5 us-—15 


图 20.10 第 1 次 迭代 后 的 网 络 


根据 下 面 几 个 量 的 最 小 值 来 增加 弧 (4, 5) 的 流量 . 

(1) I (4,5) 上 最 大 可 以 允许 增加 的 流量 是 oo. 

(2) 3& (1,4) 上 最 大 可 以 允许 增加 的 流量 是 35 — 30 = 5 个 单位 . 

(3) I (1,3) 上 最 大 可 以 允许 减少 的 流量 是 10 个 单位 . 

(4) I (3,5) 上 最 大 可 以 允许 减少 的 流量 是 30 个 单位 . 

因此 , 3 (4,5) 上 最 多 可 以 增加 5 个 单位 的 流量 , 这 使 得 弧 (4,5) 成 为 进 基 弧 ， 
同时 弧 (1,4) 在 上 界 (= 35) 处 成 为 非 基 弧 . 

引入 代 换 zu = 35 — ra, 那么 网 络 将 变 成 如 图 20.11 所 示 , I (1,3), (2,3), 
(3,5), (4,5) 组 成 基本 可 行 解 (生成 树 ).、 同 时 弧 (1,4) 上 的 反 向 流 的 单位 费用 变 为 
一 $5. 节点 1 和 节点 4 的 流量 方程 也 要 随 之 代 换 , 每 个 节点 有 5 个 单位 的 栓 入 . 


m=0 m=—11 


(4) [5] z2- €p = 0—(—5)-3-2 
4-67 —11—0-(-5)=—6 
zes = —15-(—5)-(-1)=-9 


s4 |5() 弧 (1,2) 增 加 5 个 单位 流量 


弧 (1,3) 流 量 为 0 


(5) [-39] 
t= 一 5 4 三 一 15 


241 第 2 次 迭代 后 的 网 络 


迭代 3 

20.11 £& Hi TAER (1,2), (4, 1), (5,2) 的 新 的 zi — ci 值 , 并 且 选 择 弧 (1,2) 
进 基 , 流量 增加 5 个 单位 , 同时 弧 (1,2) 成 为 非 基 弧 , 流量 变 为 0. 图 20.12 给 出 了 
新 的 解 . 
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(4) [9] AZa-603-7 0—(-5)-7——2 


-C1= 一 9 一 0 一 (一 5) 一 一 人 
252—065; = —-13—(-3)-(-1)2-—9 


最 优 解 : 
ZT12=5, 2470 
114735—0-35 
155730—0—30 
335729, 345775 
[30 — 总 费用 -8400 


tw 二 一 3 us-—13 
20.2 第 3 次 迭代 后 的 网 络 
迭代 4 
图 20.12 中 标 出 的 新 的 zij- cu; 值 表 明 当 前 的 解 是 最 优 解 . 将 变量 反 向 代 换 就 
可 以 得 出 原始 变量 值 , 如 图 20.12 所 示 . 


Excel 规划 求解 程序 


Excel 规划 求解 关于 解 带 有 容量 限制 的 最 小 费用 流 模型 的 基本 思想 ， 与 例题 
6.3-6 求解 最 短路 径 模型 的 方法 类 似 . 文件 solverEx20.1-4.xls 给 出 了 详细 的 描述 . 


AMPL 程序 


文件 amplEx20.1-4.txt 给 出 了 求解 任何 规模 的 带 有 容量 限制 的 最 小 费用 流 问 
题 的 一 般 模型 . 模型 的 思想 与 例题 6.3-6 求解 最 短路 径 AMPL 模型 的 方法 类 似 . 


习题 20.1C 


*1。 利 用 容量 限制 的 单纯 形 算法 求解 习题 20.1A 第 1 题 , 并 证 明 它 也 可 以 用 运输 模型 来 求解 . 
2. 利用 容量 限制 的 单纯 形 算法 求解 习题 20.1A 第 2 题 , 并 证 明 它 也 可 以 用 运输 模型 来 求解 . 
3. 利用 容量 限制 的 单纯 形 算法 求解 习题 20.1A 第 3 题 . 

4. 利用 容量 限制 的 单纯 形 算法 求解 习题 20.1A 第 4 题 . 
*5。 利 用 容量 限制 的 单纯 形 算法 求解 习题 20.1A 第 5 题 . 
6. 利用 容量 限制 的 单纯 形 算法 求解 例 20.1-3 的 雇用 调度 问题 , 
7. 怀俄明 电力 公司 通过 使 用 现 有 的 泥浆 管道 来 运输 煤炭 (通过 向 管道 中 注水 完成 运输 ), 将 煤 
RA 3 个 开采 区 (1, 2, 3) 运输 到 3 个 发 电厂 (4, 5, 6). 每 一 段 管道 每 小 时 最 多 可 以 运输 
10 吨 , 下 表 给 出 了 每 吨 的 运输 费用 , 以 及 每 小 时 的 供应 和 需求 . 


1 $5 $8 $4 8 
$6 $9 $12 10 
3 $3 $1 $5 18 
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求 出 最 优 的 运输 调度 . 

8. 图 20.13 中 的 网 络 给 出 了 7 个 城市 之 间 的 距离 . 利用 容量 限制 的 单纯 形 算法 求 出 城市 1 到 
城市 7 的 最 短路 径 的 距离 . (提示 : 可 以 假定 城市 1 和 城市 7 的 网 络 流量 分 别 为 [+1] 和 
[-1], 其 他 节点 的 网 络 流量 为 0.) 


图 20.13 ”习题 20.1C 第 8 题 的 网 络 


9. 证 明 6.4 节 中 的 最 大 流 模型 是 带 有 容量 限制 的 最 小 费用 流 模型 的 一 个 特例 , 并 将 这 种 转化 
方法 应 用 到 例 6.4-2 中 . 为 简便 起 见 , 假定 从 节点 4 到 节点 3 的 容量 为 0, 其 他 的 数据 保持 
不 变 . 


10. 应 用 Excel 规划 求解 和 AMPL 软件 求解 下 面 的 问题 ; 
(a) 习题 20.1A 第 3 题 . (b) 习题 20.1A 第 4 题 . 
(c) 习题 20.1C 第 7 题 . (d) 习题 20.1C 第 8 题 . 


20.2 分 解 算 法 


下 面 考虑 为 几 台 生产 设备 建立 一 套 整体 的 方案 , 虽然 每 台 生 产 设备 都 有 其 自己 
的 独立 能 力 和 生产 的 制约 因素 , 但 是 在 公司 考虑 预算 的 层面 上 , 各 种 生产 设备 都 连 
在 了 一 起 . 由 此 产生 的 模型 包括 两 种 类 型 的 制约 因素 : 共同 的 代表 企业 的 预算 约 
R, 而 独立 的 则 代表 着 每 个 设备 的 内 部 能 力 和 生产 限制 . 图 20.14 详细 描述 了 ”个 
活动 (设备 ) 约束 的 布局 , 在 缺少 共同 约束 的 条 件 下 所 有 的 活动 独立 运行 . 


— — MM 


图 20.14 一 个 可 分 解 的 线性 规划 的 结构 
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分 解 算法 可 以 提高 问题 计算 的 效率 , 例如 对 于 图 20.14 描述 的 问题 , 可 以 通过 
将 这 个 问题 分 解 成 n 个 子 问 题 , 然后 独立 地 求解 . 不 过 需要 指出 的 是 , 在 以 前 计算 
机 速度 和 内 存 比较 适中 的 时 候 , 这 种 分 解 算法 显得 比较 重要 , 如 今 由 于 计算 机 性 能 
的 大 幅 提 高 , 使 得 我 们 忽略 了 使 用 这 种 分 解 算 法 . 然而 我 们 之 所 以 在 此 介绍 这 个 算 
法 , 是 因为 它 的 确 是 一 个 有 趣 的 理论 贡献 . 

下 面 给 出 相应 的 数学 模型 : 


max z = C,X,-c- CoXao 十 十 Cn 
s.t. QI 天 1 十 AoXod + AnX, <bo 
DiX| € bi 


PPP PP 


X; 20,j=1,2, -,n 


通过 添加 松弛 变量 和 剩余 变量 , 将 所 有 的 不 等 式 约束 转化 为 等 式 约束 . 

问题 的 分 解 原则 是 , 根据 集合 (X|D;X,; «bj, X20), 1,2, ,n 的 极点 
来 表示 整个 问题 . 为 了 做 到 这 一 点 , 要 求 每 一 个 集合 {XID;X; < bj, X; > 0) 的 解 
空间 都 必须 是 有 界 的 , 我 们 总 可 以 通过 对 任意 一 个 集合 j 增加 人 工 约 东 1X;< M 
来 满足 这 个 要 求 , 其 中 M 是 一 个 足够 大 的 数 . 

H Žir k-12,.,K; 表示 和 集合 {X|D;X; < bj, X; 2 0) 的 极点 , 那么 可 
以 得 到 


K; 
X;- 》 kX j=1,2 n 
k=1 


Kj 
其 中 , 对 所 有 的 大都 有 bi > 0, 并 且 P» zl 


根据 极点 集合 , 可 以 将 原来 的 整个 问题 重新 建立 成 下 面 的 主 问题 (master prob- 
lem) 模型 : 


Kı K2 Ky 
max z = X CI 三 kB 十 » CoX»kBok 十 十 》 CnX nkbnk 
k=1 k=1 k=1 


Kı K2 Kn 
s.t. V Ai a 十》 AÑ arbor ++ Y^ AnX atbar < bo 
k=1 k=1 k=1 
K; 


> 6s = i—1,2,---,n 
k-1 
Bj 2 0, 对 于 所 有 的 7 RUE 
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Bj 是 主 问题 中 新 的 变量 , 一 旦 找到 了 它们 的 最 优 解 07,, 那么 就 可 以 利用 反 向 
代 换 得 到 原始 问题 的 最 优 解 : 
K; 
Xj = 》 8. Xj. j=1,2. 
p 
从 这 个 解 的 形式 上 来 看 , 可 能 需要 事先 确定 出 所 有 的 极点 Xj 才能 求解 主 问 
题 , 这 当然 是 非常 困难 的 一 件 事情 , 但 是 幸运 的 是 我 们 不 需要 这 么 做 . 
利用 修正 单纯 形 方法 (17.2 $) 求解 主 问 题 时 , 需要 确定 每 一 次 迭代 中 的 进 基 
MARRE. 对 于 如 何 确 定 进 基 变量 , 假定 给 出 了 主 问题 当前 基 的 Ce MB, W 
么 对 于 非 基 变量 b, RIA 


-1 
Zjk —cjk = CB B` Pj, — Cjk 


其 中 
A;X jk 
0 
Cjk 一 CÑ ik, Pj 一 : 
0 
如 果 存 在 多 个 可 以 进 基 的 非 基 变量 br, 且 要 确定 到 底 哪 一 个 进 基 , 那么 就 需 
要 确定 


Zj*k* — Cj*k* 一 min {zik — Cjk) 
所 有 的 7 和 


如 果 zer — cjr > 0, 那么 根据 最 大 最 优 性 条 件 , 变量 b 进 基 , 否则 已 经 达到 
了 最 优 . 

目前 我 们 仍然 没有 给 出 如 何 计算 ze- 一 cu. 的 值 , 需要 根据 下 面 的 式 子 计 
算 : 

所 aia Uis — ej) = min(min(zg — cjr} } 

之 所 以 有 上 面 的 式 子 是 因为 ， 每 一 个 凸 集 合 {X|D;X; < b, X; > 0) 都 有 自己 
独立 的 极点 集合 . 因此 , 根据 上 面 式 子 给 出 的 结论 , 可 以 按照 下 面 的 两 个 步骤 求 得 
Zj*k* — Cj*k* 
第 1 步 对 于 每 一 个 丁 集 合 {XID;X; < b;, X; > 0), 确定 使 得 Zik 0 ,达到 
最 小 的 极点 Y uus, BI zu — cj = ming {zjk — cjk}. 
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第 2 步 ”确定 zer — cj = min {zk - ej )- 

根据 线性 规划 理论 , 我 们 知道 当 问 题 的 最 优 解 存在 并 且 最 优 值 有 限 的 时 候 , 那 
么 一 定 在 解 空间 的 一 个 极点 上 达到 最 优 . 因为 根据 定义 可 以 知道 , 每 一 个 集合 (XI 
DjX; < bj, X; > 0) 都 是 有 界 的 , 所 以 第 一 步 等 价 于 求解 ”个 线性 规划 


min w; = {2; — cy|D;X; < b;, X; 20} 


目标 函数 wj 是 关于 OX; 的 一 个 线性 函数 (见习 题 20.2A 第 8 题 ). 

在 主 问题 中 , 确定 进 基 变量 br 的 过 程 , 简化 为 求解 n 个 较 小 的 线性 规划 以 
确定 进 基 的 极点 fj. 利用 这 种 方法 就 避免 了 确定 所 有 n 个 凸 集合 中 的 所 有 极 
点 , 一 旦 得 到 了 所 和 需要 的 极点 , 那么 这 个 列 向 量 P... 中 所 有 的 元 素 就 都 可 以 得 到 ， 
然后 就 可 以 确定 离开 基 的 变量 , 因此 也 就 可 以 利用 修正 的 单纯 形 算法 得 到 下 一 个 基 
B^! 

例 20.2-1 
利用 分 解 算法 求解 下 面 的 线性 规划 : 


max 2 一 371 十 572 + T3 + T4 
s.t. Zi 十 Z2 十 7Z3 十 Z4 & 40 
52, + T2 <12 

£34 24 2 5 

z3 + 5z4 <50 


21,22,23,242 0 
根据 下 面 变量 的 分 解 方法 可 以 得 到 两 个 子 问题 ; 
Xi = (21, 22)", X2? = (z3, 24)T 


于 是 , 相应 的 主 问题 是 
通过 增加 松弛 变量 zs 将 原来 的 不 等 式 约束 转化 为 下 面 的 等 式 约束 : 


Z1 + T2 + T3 + T4 + £5 = 40 


又 注意 到 子 问 题 1 和 子 问题 2 只 与 变量 ri za, za za 有 关 , 这 就 是 为 什么 主 问 题 中 
必须 明确 地 包含 变量 zs. 初始 基本 解 中 的 另外 两 个 变量 ze 和 zxr 是 人 工 变量 . 
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子 问题 1 子 问 题 2 初始 基本 解 
Bu B12 Us fik, £u B22 Us Bak Z5 Te — i7 
CiXi On …- CiXix, CiXa CoXa .- CoX;k, 0 -M -M 
Anı An …- AiXik, MŠn An .…. AoXok, 1 0 0 =40 
1 1 ee 1 0 0 0 0 1 0 = 1 
0 0 eH 0 1 1 Ue 1 0 0 1 = 1 
C; = (3,5) C2 = (1,1) 
A1 = (1,1) A3 = (1,1) 
解 空间 , Di X, <S bı: 解 空 间 ， D2X2 S bz: 
5zl + z2 <12 z3 +24 25 
21,22 20 T3 + 5rz4 < 50 
23,24 20 
一 a AM———— AL 
ikA o 
Xp = (zs,ze,27)* = (40,1, 1)T 
Cpg-(0L-M,-M), B-B^!-I 
迭代 1 
子 问题 1(; = 1). 我 们 有 
AlXI 
z;—c,-CgB^! 1 —C,Xi| 
0 
了 
GD (了 ) 
2 
=0-m -0 1r" | -ea 人 2) 
T2 
0 
= 一 371 一 5x2 -M 
那么 相应 的 线性 规划 问题 是 : 
min w, = 一 3z1 — 5x59 - M 
s.t. 511--r2« 12 
£1, 222 0 


通过 单纯 形 算法 可 以 得 到 这 个 问题 的 解 : 


Xy = (0,12)T, z? et = wt = —60- M 
FAA 2(j = 2). 相应 的 线性 规划 是 : 
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A2X» 
min 22 — C? -CpgB^ 0 一 C2 大 2 


ouem (9 a) 


= —ī4 — z5 — M 
s.t. 73-24 25 
z3 + 5x4 < 50 
T3, t420 


这 个 问题 的 最 优 解 是 : 
Ža = (50,0), zz; c = -50 -M 


因为 主 问 题 的 目标 是 求 最 大 , 并 且 zt- el< z-e M zp— el <0, 所 以 可 以 得 到 
相应 极点 Xn 的 B11 进 基 . 下 面 确定 离开 基 的 变量 . 


0 
AıXıı (1,1) 12 
0 0 0 


因此 B-P = (12,1,0)T. 给 定 X = (z5, z6, £7)T = (40,1, 1)T, 可 以 知道 人 工 变 
E rs 是 (永久 的 ) 离开 基本 解 的 变量 . 
用 向 量 Pi 来 代替 变量 ze 对 应 的 向 量 , 可 以 得 到 新 的 基 (证 明 ! ) 


1 12 0 1 -12 0 
B-|0o10|25B'!-|o 1 0 
0 0 1 0 0 1 


新 的 基本 解 是 : 
X p — (25, f1, £7) = B^ (40,1,1)7 = (28,1,1)T 
Cp-—(0,Cii, -M) = (0,60, — M) 

迭代 2 

子 问题 1(7 = 1). 对 应 的 目标 函数 是 : 


min wi = 一 3zl — 5z2 + 60 


(请 证 明 ! ). 由 最 优 解 可 以 得 到 zt — ci = w = 0, 所 以 子 问题 1 中 不 再 有 极点 可 以 
改进 主 问题 的 解 了 . 
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子 问题 20 = 2)， 对 应 的 目标 函数 与 选 代 1 中 了 = 2 对 应 的 目标 函数 相同 (请 证 
Bj! ), 可 以 得 到 最 优 解 是 : 
X22 = (50,0)7, z233- = -50 - M 


注意 到 X2, 与 X2 相同 , 下 标的 2 是 为 了 方便 表示 第 2 次 迭代 . 
根据 这 两 个 子 问题 的 解 , z — 05 < 0 表示 相应 于 X22 的 pss 进 基 . 
下 面 确 定 离开 基 的 变量 , 考虑 


AÑ (1,1) (3) 50 
P2» 一 0 = 0 = 0 
1 1 1 


MU B^ Pa = (50,0,1)7. 因为 X p = (zs, 611,27)! = (28,1,1)7, 所 以 zs 离开 基 . 
新 的 基 和 它 的 逆 是 (请 证 明 ! ). 


50 12 0 á -8 0 
B=| 0 1 o|5p^- 0 0 
1 0 1 -5 B1 


1 
X B = (822,011, 27)! = B^ (40,1,1)7 = (5 L 1 2) 


25' ^ 
C's = (C222, C111, - M) = (50,60, ~M) 


ls 一 Si 


迭代 3 
子 问题 1(; = 1). 需要 证 明 相 应 的 目标 函数 是 : 
min wi = ud (s -4)- EM 48 


相应 的 最 优 解 是 : 2M 
X15 = (0,0)7, zf- =- 4-48 


50 
T RM 2(j = 2). 目标 函数 为 (证 明 ! " 
min w2 = (55) (z3 +24) — M 


相应 的 最 优 解 是 : 
X3 = (5,0)7, 23- 
FERE rs. 根据 主 问题 的 定义 , 计算 对 应 于 zs 的 z; - c; 并 比较 , 得 到 


25 一 c5; CgB Pg 一 C5 


M 
=(1+%, 


48— EM, -M) (1,0,0 -0-1« 2 


M 
50 


722 320 * 网 络 与 线性 规划 算法 进 阶 


因此 , zs 不 能 改进 问题 的 解 . 
根据 上 面 的 信息 可 知 , 对 应 于 X as 的 pos 进入 基 . 下 面 需要 确定 离开 基 的 变 


E, 
A2X 35 (1,1) (0) 5 
Ps3 = 0 = 0 -|0 
1 1 1 


故 有 B^ Ps = (1,0, 2)”. 给 定 X = (b22, 61,27)" = (4,1, 其 ) 可 以 知道 人 
IRE ro 是 (永久 的 ) 离开 基本 解 的 变量 . 
Br RI pg EE (请 证 明 ! ): 


50 12 5 4 -8B -& 
B=| 0 1 o|2oB^- 0 1 0 
1 0 1 -4 B 89 


X p = (022, 811, B23)" = B7} (40,1, 1)7 = (S 1, 一 
Cp = (C222, C1,11, C223) = (50, 60, 5) 
迭代 4 
子 问题 1( = 1). wi = —2z; — 4r2 + 48, 可 知 z? 一 ct = wt = 0. 
子 问 题 2(7 = 2). w = 073 十 0z4， w3 =0. 
非 基 变量 cs: z5 一 cs — 1. 根据 上 面 的 信息 可 以 知道 迭代 3 是 最 优 的 . 
通过 变量 的 反 向 代 换 可 以 计算 出 原始 问题 的 最 优 解 是 : 
X1 = (zi, 22)! = Bii = 1(0,12)7 = (0,12)7 
X5 = (z4, £5)” = 022,22 + 23,23 
= ($5) (50, 0)T + (5) (5,0)7 = (28,0)7 


剩余 的 其 他 变量 都 等 于 0. 目标 函数 的 最 优 值 可 以 通过 直接 变量 代 换 求 出 . 
习题 20.2A 


1. 利用 图 形 确定 下 面 每 一 个 例子 的 可 行 极点 集合 , 并 且 将 可 行 解 空间 表达 成 这 些 极点 的 函数 . 
如 果 解 空间 是 无 界 的 , 那么 添加 恰当 的 人 工 约束 . 


(a) zı -272« 6 (b) 2x1 - za € 2 *(c) zi — z2 € 10 
271 二 X28 371 + 4r2 2 12 22, < 40 
—zidc X21 1,222 0 z1,222 0 

z2«2 


z1,22&0 
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nm ëN 3 NJ O 


*2. 在 例 20.2-1 中 , 子 空间 D:X, =b, X1 20 Rl D:X2=b, X220 的 极点 集合 可 以 
用 图 示 法 得 到 . 利用 这 一 信息 , 根据 可 行 极点 集合 准确 地 表示 相应 的 主 问题 . 然后 证 明 ; 应 
用 单纯 形 算法 求解 主 问题 产生 的 进 基 变量 b, 与 分 别 求解 子 问题 1 和 子 问题 2 得 到 的 相 
同 . 因此 , 可 以 确信 这 样 得 到 的 进 基 变量 6jx 恰好 等 价 于 求解 两 个 最 小 化 子 问题 . 
3. 考虑 下 面 的 线性 规划 : 


max 2 一 ZI 十 372 十 573s 十 2z4 


s.t. Z1 十 4z2 < 8 
27z1 十 2Z2 s< 9 
5T1 + 313 + 423 210 

z3 —5T4 < 4 
Z3-c- Tr4&10 


Ti, T2, Z3, T4 2 0 
使 用 子 空间 的 极点 集合 , 建立 一 个 准确 的 主 问题 , 并 且 采 用 单纯 形 算法 求解 得 到 的 主 问 题 . 
4. 利用 分 解 算法 求解 第 3 题 , 并 将 这 两 种 求解 过 程 进行 比较 . 
5. 利用 分 解 算法 求解 下 面 的 问题 ; 
max z = 6zi1-F 7z2 十 373 十 5z4 + T5 + T6 
S. 7Z1 十 Z2 十 2Z3 十 Z4 十 Z5 十 2Z6 乏 50 


Tı 十 Z2 <10 
£2 < 8 
5T3 + 24 <12 

T5 + 7Z6 之 5 

zs + 5x6 < 50 


T1, T2, 23, T4, £5, £6 2 0 


"6. 指明 在 利用 分 解 算 法 求解 最 小 化 线性 规划 时 需要 进行 的 必要 转化 . 然后 求解 下 面 的 问题 ， 


min z = 5z1 十 3zz 十 8za — 5z4 
8.t. x1 +z2 + 23414225 


5z1 22 <20 
571 — £2 2 5 
7Z3 十 Z4 一 20 


£1,922,13,24 2 0 


7. 利用 分 解 算法 求解 下 面 的 问题 ; 


min z = l0y + 2y2 + 4y3 + By4 + ys 
~ &t. 91 t4ya- ys 28 
2 十 Vac Ys 之 2 
3 十 yty 4 
y T 234 — ys 2 10 
Y1 Y2, Y3, Y4, ys > 0 
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(提示 : 首先 利用 分 解 算法 求解 对 偶 问 题 . ) 
8。 在 分 解 算法 中 , 假定 原始 问题 中 公共 约束 的 数目 是 r, 证 明子 问题 7 的 目标 函数 可 以 写作 ; 


min w; - z;-cj(CBRA;-Cj)X; * CSV r+; 
向 量 RER B 的 前 7 列 , 向 量 V,+i 是 BUSBreij. 


20.3 Karmarkar 内 点 算法 


单纯 形 方法 是 沿 着 解 空间 的 边界 上 一 条 由 紧邻 的 极点 组 成 的 路 径 到 达 最 优 解 
的 . 虽然 实际 中 单纯 形 方法 也 可 以 很 有 效 地 求解 大 规模 问题 , 但 是 理论 上 找到 最 优 
解 的 迭代 次 数 可 能 会 是 指数 级 别 的 . 实际 上 , 研究 者 已 经 构造 出 了 一 类 线性 规划 问 
题 , 当 利用 单纯 形 求解 这 类 问题 时 会 访问 到 所 有 的 极点 才能 找到 最 优 解 . 

1984 年 , N. Karmarkar 设计 出 了 一 个 通过 切割 解 空 间 求解 线性 规划 的 多 项 式 
时 间 算法 , 这 种 算法 对 于 求解 大 规模 线性 规划 尤其 有 效 . 

我 们 首先 介绍 Karmarkar 算法 的 主要 思想 , 然后 采用 例题 详细 介绍 它 . 


20.3.1 ”内 点 算法 的 基本 思想 
考虑 下 面 简单 的 例题 : 


max z —7zj 


s.t. Ox zı < 2 
引入 松弛 变量 rz, 这 个 问题 可 以 重新 记 作 : 


max z= zı 
s.t. z1 - 22 = 2 


21,22 20 


20.15 描述 了 这 个 问题 , 解 空间 是 线段 AB, zi 的 正 向 是 z 增加 的 方向 . 

下 面 我 们 任意 选取 可 行 解 空间 (直线 AB) 内 的 一 个 点 C( 非 极点 ), 目标 函数 
(max z = z1) YE C 点 的 梯度 (gradient) 是 指 z 增长 最 快 的 方向 . 如 果 我 们 在 梯度 的 
方向 上 任意 取 一 点 , 然后 再 将 这 个 点 垂直 地 映射 到 可 行 解 区 域 (直线 AB) 上 , 那么 
就 可 以 得 到 一 个 使 得 目标 函数 > 更 优 的 新 点 D, 这 样 的 一 个 改进 过 程 可 以 通过 沿 着 
映射 后 的 梯度 CD 的 方向 得 到 . 在 D 点 重复 上 面 的 过 程 , 可 以 得 到 一 个 更 加 靠近 
最 优 解 的 点 E. 可 以 预料 到 , 如 果 我 们 (谨慎 地 ) 沿 着 映射 梯度 (projected gradient) 
的 方向 移动 , 最 终 将 达到 最 优 解 B 点 . 当 我 们 最 小 化 目标 函数 z 的 时 候 , 映射 梯度 
恰好 引导 我 们 远离 B 而 转向 最 小 值 点 Alx = 0). 
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20.15 Karmarker 算法 的 一 般 思想 


上 面 的 过 程 给 出 了 算法 的 一 般 概念 , 但 是 思想 还 是 有 些 模糊 ! 我 们 需要 某 些 修 
正 来 保证 (1) 沿 着 映射 梯度 的 和 迭代 不 会 “ 跳 过 ”最 优 解 点 B, (2) 在 一 般 的 n 维 空 
间 的 情况 下 , 沿 着 映射 梯度 给 出 的 方向 迭代 时 , 算法 不 会 局 限 在 一 个 非 最 优 的 点 周 
围 . 这 两 点 也 正 是 Karmarkar 内 点 算法 所 需要 完成 的 基本 任务 . 
20.3.2 ”内 点 算法 


在 不 同 的 文献 中 , Karmarkar 算法 的 描述 也 有 所 不 同 , 我 们 将 要 介绍 的 是 初始 
的 算法 . Karmarkar 假定 一 个 线性 规划 问题 有 下 面 的 形式 : 


min z = CX 

st. AX —0 
1X —1 
X20 


ORTAR 1X = X zj;-1 1 定义 了 一 个 n 维 单纯 形 之 外 其 他 的 约束 都 是 齐 


次 的 等 式 . Karmarkar v MOANNE AE TERME EAN 

(1) X = (Ł, 1,- , 1) ÑE AX = 0; 

(2) minz = 0. 
Karmarkar 也 提供 了 修正 的 方法 来 求解 不 满足 第 (2) 个 条 件 的 问题 , 这 里 就 不 再 介 
绍 具体 的 修正 方法 了 . 

通过 下 面 的 例题 , 我 们 介绍 如 何 得 到 一 个 一 般 的 线性 规划 以 满足 上 面 的 两 个 
条 件 . | 
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例 20.3-1 
考虑 下 面 的 问题 : 
min z= y +42 
s.t. yı +2y2 <2 
Yi, Y2 20 
首先 写 出 这 个 线性 规划 的 原始 问题 和 对 偶 问题 ， 
jk 始 对 货 
max yo =y +y2 min wo = 2w 
s.t. yı +2y2 <2 8.t. wizl w >1 
vy 20 2w, 21 j- |? 
uUi 之 0 


原始 问题 和 对 偶 问题 的 约束 可 以 写成 下 面 的 等 式 形式 : 


+2y2+y3=2, ys 20 


wi-w-l, w20 (20.1) 
最 优 解 满足 yo = wo, 所 以 
yit y) — 2w, =0 (20.2) 
设 M 是 一 个 足够 大 的 数 , 则 
yi ty» t ys +w Fw; K M (20.3) 
把 上 面 的 不 等 式 转化 为 等 式 , 得 到 
yi +yz ys wi +w +81 M,s>0 (20.4) 


下 面 定义 一 个 新 的 变量 s2. 34H BG s= 1 时 , 根据 (20.4) 可 以 得 到 下 面 的 两 个 
FA: 


yi d ya +yz +w +w 4-81 — M85 —0 
yit ya ys buit usadsit s2=M+1 (20.5) 


现在 给 定 s; = 1, 那么 原始 对 偶 等 式 (20.1) 可 以 写成 : 


Yı yo + ys — 254 0 
wj 一 了 2 一 1s2 一 0 (20.6) 
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定义 


y;=(M +1)zj, j=1,2,3 
wj-3=(M +1)z;, j=4,5 

sı=(M + 1)zg 

s2=(M + 1)z7 


对 等 式 (20.2),(20.5) 和 (20.6) 进行 变量 代 换 , 可 以 得 到 下 面 的 等 式 组 : 


Tı + T2 — 224 =0 
zıt 7Z2 十 Z3 十 z4+2z5+zre—Mgzr7=0 
Tı + T2 十 ITZ3 十 Z4 十 75 十 Z6 十 z7=1 
Z1 十 2r2 十 Z3 一 2r7=0 

T4 — T5 一 27=0 
z;20, j—1,2,-..,7 


最 后 一 步 就 是 要 在 每 一 个 等 式 左边 增加 人 工 变量 ys, 新 的 目标 函数 将 最 小 化 
ys, 而 这 个 变量 明显 的 最 小 值 是 0( 假 定 原始 问题 有 可 行 解 的 情况 下 ). 然而 , 注意 到 
Karmarkar 算法 要 求解 

11111111\T 
x= CET) 

满足 方程 组 AX = 0, 当 所 有 齐 次 方程 (右边 为 0) 中 对 应 于 人 工 变量 zs 的 系数 
等 于 左边 所 有 系数 的 和 的 时 候 , 上 面 的 条 件 就 是 满足 的 . 下 面 给 出 转化 了 的 线性 规 
Xj: 


min z= zg 
s.t. ryd- T2 — 224 一 0zg =0 
T1+ Z2 十 Z3 十 T4- r5d4 £9 — Mzr—(6— M)zrs=0 
TI1 十 272 十 T3 一 27z7 一 2xg —0 
X4— T5 — Ett rg-Ü 
Zi Z2 十 IT3 十 T4+ Z5 十 Z6 十 27 十 z8 =1 


zj 20, j—12,..,8 
利用 变量 反 向 代 换 , 可 以 由 上 面 的 解 自动 得 到 原始 对 偶 问 题 的 最 优 解 . 
图 20.16 提供 了 一 个 典型 的 三 维 空间 上 解 空间 的 描述 , 其 中 只 包含 一 个 等 式 约 
R. 根据 定义 , 解 空间 是 由 满足 二 维 单纯 形 1X = 1 上 的 一 条 线段 AB 组 成 的 , 并 
且 AB 通过 内 部 可 行 点 (3, 3, 3). 
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(0,0,1,0) 


(0,1,0,0) 
(a) 三 维 空间 (b) 四 维 空间 


20.16 单纯 形 1X = 1 的 图 示 


算法 步骤 ”Karmarkar 算法 从 表示 单纯 形 中 心 的 内 点 出 发 , 然后 在 梯度 映射 方向 上 
移动 以 得 到 下 一 个 新 的 可 行 点 . 新 的 可 行 点 一 定 是 严格 地 在 可 行 区 域内 部 , 也 就 是 
它 的 所 有 坐标 值 都 是 正 数 . 算法 的 可 行 性 就 是 建立 在 这 个 条 件 基础 上 的 . 

因为 新 的 可 行 解 点 是 一 严格 内 点 , 它 一 定 不 在 单纯 形 的 边界 上 . (对 于 图 20.16, 
点 4 和 B 一 定 要 排除 掉 .) 为 了 保证 这 一 点 ， BARRARA TRENA, 这 个 
邻 域 完 全 落 在 单纯 形 内 部 . 在 n 维 空间 的 情形 下 , 这 个 球 的 半径 等 于 "ree: yA 
时 半径 为 ar(0 < a < 1) 的 球 一 定 是 这 个 邻 域 的 子 集 ， 并 且 在 这 个 球 与 齐 次 系统 
AX — 0 的 交集 中 的 任意 一 点 都 是 一 个 内 点 , 坐标 都 是 正 数 . 这 样 我 们 就 可 以 在 这 
个 限制 的 区 域内 (AX = 0 和 ar-- 球 的 交集 ), 沿 着 梯度 映射 的 方向 尽 可 能 远 地 找 
到 一 个 新 的 (改进 的 ) 可 行 解 . 

新 的 可 行 解 不 再 位 于 单纯 形 的 中 心 了 . 为 了 使 这 个 过 程 可 以 进行 迭代 , 我 们 需 
要 找到 一 种 方法 使 得 新 的 可 行 解 成 为 一 个 单纯 形 的 中 心 .Karmarkar 提出 了 解决 这 
个 问题 的 一 个 大 概 的 思想 , 称 作 射影 变换 (projective transformation). 令 


-Zi 
一 Tki ; = 
Yi =- t=1,2,-...,n 


Me 
其 中 zxs 表示 当前 可 行 点 Xx 的 第 i 个 分 量 由 于 所 有 的 sri > 0, 所 以 变换 是 合 
理 的 , 并 且 根据 定义 有 X v =1 或 者 1Y = 1. 这 个 变换 也 就 等 价 于 


D7’ X 
1D,!X 
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其 中 D, 是 对 角 和 矩阵 , 第 i 个 对 角 元 素 等 于 zu 因为 我 们 根据 上 面 的 等 式 可 以 得 
到 下 面 的 式 子 , 所 以 这 个 变换 是 将 区 -空间 唯一 地 映射 到 YY 一 空间 上 : 

_ DY 

~ 1D.Y 
根据 定义 , min CX = 0. 由 于 1 D,Y 始终 为 正 , 所 以 原始 线性 规划 等 价 于 


min z = CD,Y 
s.t. AD,Y =0 
1Y =1 
Y 20 


变换 后 的 问题 与 原始 问题 有 着 相同 的 格式 ， 因 此 我 们 可 以 从 单纯 形 的 中 心 Y = 
(1,1,..., 1) 开始 重复 迭代 过 程 . 在 每 一 次 迭代 之 后 , 我 们 根据 Y 的 值 计 算 原始 
Xx 变量 的 值 . 

下 面 给 出 如 何 确定 变换 之 后 的 问题 的 一 个 新 的 可 行 解 . 在 任意 的 第 次 迭代 


处 , 问题 的 形式 是 : 


min z = CDY 
st. AD,Y =0 
7 位 于 ar 一 球 内 


因为 ar 一 球 是 约束 1X = 1 和 X > 0 所 确定 空间 的 子 集 , 所 以 这 两 个 约束 可 以 省 
Bi. 因此 , 上 面 问题 的 最 优 解 一 定 在 梯度 cp( 最 小 化 ) 的 映射 方向 上 , 并 且 可 以 写成 


yy or- 2 
Yauen = Yo — or Tepl] 
其 中 Yo = (4,1, ,1)", cp 是 映射 梯度 , 可 以 表示 为 


cp = [I - PT(PPT)-! P(CD;)" 


AD, 
P= ( 1 ) 
a 的 选择 是 提高 算法 效率 关键 的 一 环 . 一 般 情 况 下 , 我 们 希望 选择 a 尽 可 能 地 
X, 以 便 算法 能 够 更 快 地 跳 到 最 优 解 ， 然 而 如 果 我 们 选取 的 a KK, 那么 就 会 很 快 
到 达 单纯 形 的 边界 , 甚至 跳出 可 行 区 域 . 到 目前 为 止 , 仍然 没有 一 个 统一 的 方法 来 
解决 如 何 选取 a, Karmarkar 建议 使 用 a = 把 !. 


其 中 
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Karmarkar 算法 的 基本 步骤 是 
第 0 ATITA Xo— 1,1,...,1) 开始 , 计算 7 = Tam 和 a= e. 
-RKHS k Æ 


. AD, 
D,-dig(zu,:,z&) P= 1 
计算 
T 
Yes - (11. 4) ar. 
n'n n leri 
— DEY new 
Xer i 1DyY new 
其 中 
cp = |I - PT (PPT)^! Pl(eD,)T 
fi 20.3-2 


min z = 27, + 2z3 — 3z3 
s.t. — T1 — 212323 —0 
Tl 二 T2 十 2Z3 一 1 


11,22,23 20 


这 个 问题 满足 内 点 算法 的 两 个 基本 条 件 , 即 
T 
X- (£1, £2, £3)" = (5: 3 5) 
满足 两 个 约束 , 最 优 解 
X* = (21,22, 73)! = (0,0.6,0.4)T 


得 到 的 最 优 值 > = 0. 
迭代 0 


c—-(2,2,—3, A = (-1,—2,3) 
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利用 映射 变换 , 可 以 得 到 


迭代 1 
ài 0 0 
1 2 2 
cDo=(2,2,-3)10 3 0|={5,5,-1 
3'3 
00 3 
i00 | 2 
ADo=(-1,-2,3) [0 1 o|-2[-z.-2.1 
3' 3 
0 0 1 
—1 | E 
-1 .2 | 3 9 0 
(PPT)! 3 3 -2 | = | 4 
1 1 1 3 0 1 
1 1 
100 -1i 1 
T T4-1 2 H 0 -5 -å 1 
I-P'(PP)'P-lo10[|-[| -2 1 1 
0 i 1 1 1 
00 1 1 1 
25 -20 一 5 
-a|- -20 16 4 
-5 4 1 
因此 ， 
e, — (1 - P'(PPT)-1P) (cDo)? 
1 25 -20 -5 2 1 25 
一 一 一 2 一 一 一 
B 20 16 4 2 i26 20 
-5 4 1 -1 -5 
由 此 可 以 得 到 : 
252 + (一 20)2 + (—5)2 
一 — U. 1 
lol = y 1267 0.257 172 
因此 ， 
Y,,-(1,l,l T 2l x l x los 20 5 
new N3'3'3 9'" V6 0357172 126 " "^" 
— (0.263 340, 0.389 328, 0.347 332)T 
接着 ， 


1DoY new = 5a 1, 1)(0.263 340, 0.389 328, 0.347 332)T = 3 
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现在 ， 
1 
Xı= 这 = i = Y sew = (0.263 340, 0.389 328, 0.347 332)T 
zı =0.263 34 
选 代 2 
0.263 340 0 0 
cD; = (2,2, —3) 0 0.389 328 0 
0 0 0.347 332 
— (0.526 680, 0.778 656, —1.041 996) 
0.263 340 0 0 
AD, — (-1, 2,3) 0 0.389 328 0 
0 0 0.347 332 
= (—0.263 340, —0.778 656, 1.041 996) 
Teu -0.263 340 —0.778 656 1.041996 | 9263340 1 
(PP ) = ( 1 1 1 一 0.778 656 1 
1.041 996 1 
(0567 727 0 
i ( 0 0.333 a) 
100 
I-P'(PPP-|o10 
00 1 


70263340 l| 70.567727 0 ein 340 —0.778 656 1.041 s) 


一 | -0. 1 
0.778 656 ( 0 0.333 333 1 1 1 
1.041 996 1 
0.627 2906 —0.449 746 | —0.177 550 
=| -0.449 746 | 0.322451 0.127 295 
—0.177 550 . 0.127295 0.050 254 


因此 ， 
cp = (I - P'(PPT) P)(cDi)T 
0.627 296 —0.449 746 —0.177 550 0.526 680 0.165 193 
=| -0.449 746 0.322451 0.127295 0.778 656 | = | -0.118 435 


—0.177 550 0.127295 0.050 254 —1.041 996 —0.046 757 
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由 此 可 以 得 到 ， 
llep|| = V0.165 1932 + (—0.118 435)? + (-0.046 757)? = 0.208 571 
因此 ， 
Y..-(1,ll BEN lx x (0.165 193, —0.118 435, —0.046 757)? 
ww N3'3'3 9 V6 0208571 f no non 
= (0.261 479, 0.384 849,0.353 671)* 
接着 ， 
0.263 340 0 0 0.261 479 0.068 858 
DiY new = 0 0.389 328 0 0.384 849 | = | 0.149 832 
0 0 0.347 332 / X0.353 671 0.122 841 
1DiY new —0.341 531 
现在 ， 
DiY new E T 
X374 DYST (0.201 616, 0.438 707, 0.359 677) 
zı =0.201 615 


重复 上 面 的 过 程 ， 所 得 到 的 解 将 越 来 越 接近 最 优 解 (0, 0.6,0.4). 同时 Karmarkar 
也 应 用 了 额外 的 一 个 步骤 将 最 优 解 取 整 到 最 优 极点 . 
习题 20.3A 
1. 使 用 TORA 说 明 : 在 例 20.3-1 最 后 给 出 的 变换 了 的 线性 规划 问题 的 解 , 确实 是 原始 问题 
的 最 优 原始 对 偶 解 . (提示: 使 用 M = 10, 并 且 确 保 TORA 的 输出 精确 到 小 数 点 之 后 5 
位 .) 
2. 将 下 面 的 线性 规划 问题 变换 成 Karmarkar 求解 的 格式 . 
max z = yi + 292 
s.t. y —ya&x2 
2y1 t yo x 4 
yu y. 20 
3. 将 例 20.3-3 再 执行 一 次 迭代 , 说 明 得 到 的 解 更 加 接近 最 优 值 z = 0. 
4. 对 于 下 面 的 线性 规划 问题 , 执行 两 次 Karmarkar 算法 的 迭代， 
max z = 271++ z2 


s.t. tı +224 
Tı, T2 20 


(提示 : 首先 将 问题 转化 成 Karmarkar 算法 要 求 的 格式 .) 
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5. 对 于 下 面 的 线性 规划 问题 , 执行 两 次 Karmarkar 算法 的 迭代 ; 


max z = 4z; + £3 + T4 
s.t. —2z1 T2r2-F23— 74-0 
Tı + Z2 十 Ta 十 T4 一 1 
Ti, T2, Z3, T4200 


(提示 : 首先 将 问题 转化 成 Karmarkar 算法 要 求 的 格式 .) 
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第 21 章 预测 模型 


本 章 导 读 在 决策 中 , 我 们 往往 要 规划 未 来 , 因此 描述 决策 问题 的 数据 就 必须 
要 代表 未 来 将 会 发 生 的 情况 . 例如 , 在 库存 控制 问题 中 , 我 们 根据 需求 的 性 质 对 某 
个 计划 期 间 的 生产 量 做 出 决策 . 再 如 , 在 财务 计划 中 , 我 们 需要 预测 现金 流 随时 间 
的 变化 情况 ， 本 章 介 绍 3 种 预测 技术 , 即 移 动 平 均 、 指 数 平滑 和 回归 , 并 给 出 相应 
的 Excel 电子 表格 计算 程序 . 

本 章 包 括 3 个 例题 、3 个 Excel 应 用 、9 个 节 后 习题 , 以 及 1 个 放 在 附录 E 中 
的 案例 . AMPL/Excel/Solver/TORA 程序 放 在 ch21Files 文件 夹 中 . 


21.1 ”移动 平均 技术 


移动 平均 预测 技术 假定 时 间 序列 是 平稳 的 , 其 数据 y 对 于 时 间 期 间 t 可 以 表 
示 为 
Yt = b+ er 
其 中 
b = 从 历史 数据 中 由 估计 得 到 的 未 知 常 参数 
e, = 时 间 t 期 间 的 随机 (噪声 ) 项 (均值 为 零 , 方差 为 常数 ) 


这 一 技术 假设 不 同期 间 的 数据 是 相互 无 关 的 . 

移动 平均 技术 假定 , 最 新 的 n 个 观察 项 对 于 估计 参数 b 是 同等 重要 的 . 因此 ， 
在 当前 期 间 t, 若 最 新 的 n 个 期 间 的 数据 为 esa esas s Ye, 则 期 间 上 +1 的 
估计 值 按 下 式 计 算 : 

* _ Yt-n+l t Yt-n+2 tob yr 
Via = — h —-— 

对 于 如 何 选择 移动 平均 基数 n, 没有 严格 的 规定 . 车 变量 随时 间 的 变化 保持 为 
合理 的 常数 , 则 建议 采用 较 大 的 n; 否则 的 话 , 若 数据 变化 较 大 , 则 n 的 值 应 该 小 . 
实际 中 , n 的 值 通 常 取 2 到 10 之 间 . 

例 21.1-1 

某 库存 产品 过 去 24 个 月 的 需求 量 (件数 ) 如 表 21.1 所 示 . 用 移动 平均 技术 预 
测 下 个 月 (t = 25) 的 需求 . 

为 了 选择 一 个 “合理 的 ”期 间 数 n 的 值 来 计算 移动 平均 值 , 首先 考察 一 下 已 知 
数据 的 特点 . 表 21.1 的 数据 表明 , 需求 量 y 有 随时 间 增 长 的 趋势 . 一 般 来 说 , 这 种 
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趋势 意味 着 , 对 于 比较 长 的 计划 期 间 , 用 移动 平均 法 并 不 好 . 特别 是 , 在 这 种 情况 下 
不 建议 用 比较 大 的 基数 n 来 进行 移动 平均 预测 , 因为 它 会 抑制 这 种 数据 趋势 . 反 过 
来 , 假如 用 较 小 的 n, 我 们 就 能 更 好 地 抓 住 数据 中 的 这 种 趋势 特性 . 
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如 果 采 用 n = 3, 所 估计 的 下 个 月 (t = 25) 的 需求 量 将 等 于 第 22 到 24 月 需求 
量 的 平均 值 , 即 


Y3s = V2, = 68 fF 


对 于 t= 25 所 估计 的 68 件 的 需求 也 用 作 t = 26 的 估计 , Bp 


。 _ 70 二 72 十 68 
$26 = —— —3 —— 


3 = 70 f 


当 已 知 t = 25 的 实际 需求 量 时 , 应 该 用 它 重 新 估计 23, 24, 25 期 间 的 平均 值 即 
t = 26 时 的 需求 量 . 


Excel 程序 
移动 平均 法 的 计算 属于 Excel 统计 程序 包 的 一 部 分 ， 要 使 用 这 个 程序 , 首先 
要 把 数据 输入 到 某 个 单一 列 的 各 个 单元 格 ， 然后 从 Excel 菜单 栏 上 选择 NS = 
MN: 来 得 到 一 个 对 话 框 , 指定 存放 数据 的 单元 格 , 以 及 存放 数 
据 结果 的 单元 格 . 
图 21.1 显示 了 Excel 的 移动 平均 法 在 求解 例 21.1-1( 文 件 excelEx21.1-1.xls) 问 
题 中 的 应 用 . 上 部 分 是 对 话 框 , 可 用 来 指定 图 形 输出 结果 . 
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21.1 用 Excel 移动 平均 法 程序 求解 例 21.1-1( 文 件 excelEx21.1-1.xls) 


习题 21.1A 
1. 在 例 21.1-1 中 , 按照 n = 12 估计 上 = 25 时 的 需求 量 . 较 大 n 值 对 抑制 数据 的 趋势 有 什 


么 效果 ? 
2. 过 去 24 个 月 空调 机 的 销售 量 ( 台 ) 如 表 21.2 所 示 . 从 移动 平均 技术 实用 性 的 角度 对 数据 


进行 分 析 . 
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H 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 


m 
N 


3. 4213 给 出 了 10 年 期 间 游客 乘 车 和 乘 飞机 来 到 某 旅 游 点 的 人 数 . 从 移动 平均 技术 实用 性 
的 角度 对 数据 进行 分 析 . 
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X: 21.3 


年 度 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989 
RE 1042 1182 1224 1338 1455 1613 1644 1699 1790 1885 
乘 飞机 500 522 540 612 715 790 840 900 935 980 


4. 表 21.4 是 某 百货 公司 的 年 度 销售 额 (100 万 美元 ) 数据 .从 移动 平均 技术 实用 性 的 角度 对 
数据 进行 分 析 . 


X* 21.4 


年 度 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989 
HA — 210 232 232 240 249 256 266 274 285 29.6 
一 -一 一 一 Seo 59 200 42044 255 296 


5. 某 大 学 在 所 在 州 5 个 地 点 提供 校外 教学 课程 . 表 21.5 给 出 了 以 往 6 年 里 的 学 生 人 数 数据 . 
每 年 的 数据 又 按 学 期 分 类 , 分 成 秋季 (1), 春季 (2), 夏季 (3). 请 你 利用 这 些 数据 估计 下 一 
年 的 学 生 人 数 , 并 从 移动 平均 技术 实用 性 的 角度 对 这 些 数据 进行 分 析 . 


X 21.5 
学 其 授课 地 点 
1 2 3 4 5 
1989 
1 288 136 48 165 59 
2 247 150 49 168 46 
3 117 69 14 61 15 
1990 
1 227 108 41 108 28 
2 239 106 46 128 43 
3 101 50 15 54 16 
1991 
240 126 31 104 46 
2 261 134 19 83 38 
3 138 48 9 56 32 
1992 
1 269 149 17 90 51 
2 301 113 25 54 28 
3 119 50 14 17 6 
1993 
1 226 102 22 16 30 
2 241 110 16 0 24 
3 125 46 7 0 12 
1994 
231 88 2 0 1 
2 259 66 3 0 27 
3 102 23 0 0 0 
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21.2 指数 平滑 


指数 平滑 技术 采用 和 移动 平均 法 一 样 的 假定 , 即 数据 过 程 是 常数 或 变化 很 小 . 
但 是 , 这 种 技术 的 设计 是 为 了 克服 移动 平均 法 的 缺点 . 具体 来 说 , 指数 平滑 法 对 最 
新 的 观察 数据 给 出 更 大 的 权重 ,而 移动 平均 法 中 对 所 有 的 观察 数据 的 权重 是 一 样 
的 . 

定义 a(0 < a < 1) 为 平滑 常数 , 并 假设 过 去 t 个 期 间 的 时 间 序 列 点 为 yi ga, 
ye, 则 上 +1 期 间 的 估计 值 ya 计算 为 


Yi = ap + o(1 — oa)ye i +a-  o)?gy 3 +- 


由 于 yey- -2，,… 的 相应 系数 逐渐 减 小 , 这 种 新 的 方法 对 越 近 的 数据 点 所 给 的 
权重 越 大 . 
计算 yy 的 公式 可 简化 如 下 : 


yi41709t + (1 - a)(ogyi-1 +a(1 — 0)yi-2 +a(1 — o) ys +- 2. 
—ay + (1 — a)yf 


按照 这 种 方法 , yz, 可 递归 地 从 yr 算出 , 递归 公式 开始 不 用 估计 t= 1 时 的 yr, 让 
t=2 的 估计 等 于 上 = 1 时 的 实际 数据 值 , 即 ys = i. 实际 上 , 开始 计算 时 可 以 用 任 
何 合理 的 方法 , 例如 有 人 建议 在 时 间 序 列 开始 时 估计 yz 作为 某 个 “合适 的 ” 多 个 
期 间 的 平均 值 . 
平滑 常数 a 的 选取 对 估计 未 来 的 预测 非常 重要 . a 的 值 大 意味 着 最 近 的 观察 
数据 具有 更 大 的 权重 . 实际 中 a 的 值 取 在 0.01 和 0.30 之 间 . 
例 21.2-1 
令 a = 0.1, 对 例 21.1-1 中 的 数据 运用 指数 平滑 技术 . 
跳 过 yr 开始 计算 , 假定 yz = y = 46 件 . 为 了 说 明 递归 计 算 过 程 , 我 们 有 
y3 — ay» + (1— o)y5 = 0.1 x 56 + 0.9 x 46 = 47 
y4 =ay3 + (1 — o)y3 = 0.1 x 54 + 0.9 x 47 = 47.7 
文件 excelEx21.2-1.xls 提供 了 Excel 的 指数 平滑 方法 程序 用 于 例 21.1-1 数据 
的 对 话 框 和 输出 结果 . 采用 的 计算 步骤 与 移动 平均 法 相同 (21.1 节 ). 注意 到 Excel 
使 用 了 阻尼 系数 (= 1— o), 它 是 平滑 常数 (= a) 的 补 值 . 
根据 上 述 计算 方法 ,上 = 25 的 估计 值 计 算 为 
ys = ayz4 + (1 — a)y34 = 0.1(72) + 0.9(57.63) = 59.07 件 
这 个 估计 值 与 移动 平均 法 给 出 得 值 (= 68) 件 有 明显 不 同 . a 的 值 越 大 , 对 t = 
25 的 估计 就 越 接近 . 
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习题 21.2A 
1. 用 a = 0.2 的 指数 平滑 法 分 析 下 列 数据 . 
(a) 习题 21.1A 的 第 2 题 . (b) 习题 21.1A 的 第 3 题 . 
(c) 习题 21.1A 的 第 4 题 . (d) 习题 21.1A 的 第 5 题 . 


21.3 E 33 


回归 分 析 是 确定 一 个 相关 变量 (如 对 某 件 产品 的 需求 ) 与 某 个 独立 变量 (如 时 
间 ) 之 间 的 关系 . 独立 变量 z 与 相关 变量 y 的 一 般 的 回归 公式 为 


y = bo - biz bor? e b bar" +E 


常数 bo,b1,… ,bn 为 未 知 参数 , 需要 从 已 有 的 数据 中 求 出 来 . 随机 误差 < 的 平均 值 
为 零 , 标准 差 为 常数 . 
最 简单 的 回归 模型 假定 , 相关 变量 是 时 间 的 线性 函数 , 即 


y'—-a-dbzr 


常数 a 和 6 用 最 小 二 乘 准则 (least-squares criterion) 确定 , 使 得 观察 值 与 估计 值 之 
差 的 平方 和 最 小 . 已 知 第 i 个 原始 数据 点 (ym), i = 1,2,… ,n, 则 观察 值 与 估计 
值 之 差 的 平方 和 定义 为 n 

S= y» 一 外 一 bz)? 


1 一 1 
a 和 的 值 可 以 通过 解 下 列 求 5 最 小 值 的 必要 条 件 求 出 : 


oS 一 
Ó.- 22. —-a-bz;)-0 
aS 


而 三 一 2 9 —a-bzi)z; —0 


经 过 代数 运算 , 得 到 下 列 解 : 


Y yiti — ngz 
b= 一 3 Q = y — bz 
L r? — nz? 
i=1 
其 中 

n n 
X Ti 2, Vi 

i j=- 5 


n n 


这 些 公式 表明 , 我 们 需要 先 计算 b, 然后 从 来 计算 a. 
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a 和 的 估计 对 于 y; 的 任何 概率 分 布 都 成 立 , 但 若 y; 服从 常数 标准 差 的 正 态 
分 布 , 可 以 计算 出 预测 方法 关于 在 x = (By? = a+ bx?) 处 的 平均 值 的 置信 区 间 ; 


对 于 相关 变量 y 的 未 来 值 (预测 值 ), 我 们 感 兴趣 的 是 求 它 的 预测 区 间 (predic- 
tion interval)( 而 不 是 关于 平均 值 的 置信 区 间 ). 如 我 们 期 望 的 那样 , 一 个 未 来 值 的 预 
测 区 间 比 关于 平均 值 的 置信 区 间 要 宽 . 事实 上 , 求 预测 区 间 的 公式 除了 第 二 个 平方 
根 下 的 I 项 用 名 + 替换 以 外 , 和 求 置信 区 间 的 公式 是 一 样 的 . 

可 以 用 下 列 公式 计算 相关 系数 , 来 检查 线性 估计 值 y* = a + bz 与 原始 数据 的 
拟 合 程度 : 


n 
2 yizi — nyz 
il 


Ht -1 <r<1. 

E r= x1 则 z 和 y 之 间 存 在 最 佳 的 线性 拟 合 . 一 般 情 况 下 , r) 的 值 越 接近 
F1, 线性 拟 合 越 好 . 车 + = 0, 则 y 和 z 有 可 能 是 独立 的 , 也 可 能 不 是 独立 的 因为 
两 个 相关 的 变量 可 能 造成 + = 0. 

例 21.3-1 
用 线性 回归 模型 分 析 例 21.1-1 的 数据 , 为 方便 起 见 , 采用 表 21.6 的 数据 . 


表 21.6 


根据 表 21.6 的 数据 , 我 们 有 


24 24 24 24 24 
3 yizi=17 842, Ý z:=300, V 1? =4 900, J vi=1 374, V^ y? —80 254 
i-1 i=1 i=1 i=1 í=1 
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因此 ， 
£—12.5,9 = 57.25 
0 
a=57.25 — 0.58 x 12.5 = 50 
因此 估计 的 需求 量 为 


y* = 50 + 0.587 


例如 , 34 z = 25 时 , y* = 50 + 0.58(25) = 64.5 件 . 
相关 系数 的 计算 为 


17 842 — 24 x 57.25 x 12.5 
r= 0.493 
(4 900 — 24 x 12.52)(80 254 — 24 x 57.252) 
r 的 值 相对 小 说 明 y* = 50 + 0.58z 可 能 对 于 原始 数据 的 拟 合 得 不 好 . 正常 情况 下 ， 
好 的 拟 合 要 求 0.75 < |r] < 1. 
假定 我 们 想 要 计算 给 定 线性 回归 方程 的 95% 置信 区 间 . 首先 需要 计算 关于 所 
合 线 偏 差 的 平方 和 . 表 21.7 给 出 了 相应 的 信息 . 


表 21.7 


z 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
了 
8 
9 


从 附录 B 的 上 表 中 可 以 查 到 , (5025,22 = 2.074. 因此 , 所 需要 的 置信 区 间 为 


1 205.64 |1 (z? — 12.5)? 
0 一 一 LL ———— 
(50 + 0.587 ) + 20744 | 0 \ 24 + 1900 24 x 1257 
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上 式 可 简化 为 
十 0 2 
(50 0.582) + 15.354/0.042 + C-u 


为 了 说 明 预 测 区 间 的 计算 , 假定 我 们 想 建立 一 个 对 下 个 月 (2 = 25) 需求 估计 
的 预测 区 间 . 在 这 种 情况 下 , 系数 0.042 必须 用 1.042 替换 , 所 得 到 的 预测 区 间 是 
(64.5 + 16.66), 等 于 (47.84,81.16). 因此 我 们 说 , z = 25 时 的 需求 数 在 47.84 件 和 
81.16 件 之 间 的 概率 为 95%. 


Excel 程序 

回归 分 析 的 计算 通常 比较 麻烦 . 幸好 我 们 不 需要 用 手 算 . Excel 提供 了 自动 进 
行 这 些 计算 的 工具 . 文件 excelEx21.3-1.xls 展示 了 如 何 用 电子 表格 程序 进行 回归 分 
pr. 完整 的 输出 报表 包括 由 Excel 生成 的 所 有 必要 的 信息 . 同样 地 , Excel 中 的 回归 
是 CLE 菜单 下 ARo :的 一 个 功能 块 . 


习题 21.3A 
1. 用 线性 回归 法 分 析 下 列 数据 . 


(a) 习题 21.1A 的 第 2 题 . (b) 习题 21.1A 的 第 3 题 . 
(c) 习题 21.1A 的 第 4 题 ， (d) 习题 21.1A 的 第 5 JE. 


2. 在 线性 回归 中 , 证 明 所 有 数据 点 的 预测 值 与 估计 值 之 间 的 差 的 和 便 等 于 零 , 即 
>》 w-wx)-20 
i=] 
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第 22 章 ”随机 动态 规划 


FEFE 本 章 假定 你 已 经 熟悉 了 第 9 章 的 确定 性 动态 规划 (DP) 内 容 . 随机 
动态 规划 的 要 素 与 确定 性 情况 下 的 是 一 样 的 , 即 随机 DP 也 要 把 问题 分 解 成 各 个 阶 
Et, 每 个 阶段 都 有 相应 的 状态 和 决策 备 选 方案 . 不 同 的 是 , 状态 及 收益 都 具有 概率 
性 质 , 其 最 优化 准则 需要 根据 期 望 值 或 者 其 他 某 些 概率 测度 来 确定 . 随机 动态 规划 
特别 用 在 随机 库存 模型 的 处 理 以 及 马尔 可 夫 决策 过 程 中 ， 这 两 部 分 内 容 分 别 在 第 
15 章 和 第 23 章 中 介绍 . 本 章 给 出 的 例子 说 明了 动态 规划 的 随机 性 质 . 

本 章 包括 3 个 例子 、9 个 节 后 习题 , 以 及 1 个 案例 . 


22.1 一 种 机 会 游戏 


一 种 俄 式 轮 盘 赌 游 戏 要 求 旋转 一 个 轮 盘 , 轮 盘 外 径 标 刻 着 1 到 n 连续 的 ”个 
数字 , 一 次 旋转 后 轮 盘 停止 在 数字 i 的 概率 是 p. 一 个 游戏 参与 者 花 $z 可 以 旋转 
轮 盘 最 多 m 次 . 游戏 者 的 回报 是 最 后 一 次 旋转 所 产生 数字 的 两 倍 .假定 这 场 游戏 
(每 次 最 多 旋转 m 次 ) 重 玩 足够 多 次 的 话 , 求 游戏 者 的 最 优 策略 . 

可 以 按照 下 面 的 定义 用 动态 规划 模型 构造 出 这 个 问题 . 

(1) 用 旋转 i 表示 阶段 i,i= 1,2, m. 

(2) 每 个 状态 下 可 能 的 方案 包括 要 么 再 旋转 轮 盘 一 次 , 要 么 停止 这 次 游戏 . 

(3) 系统 在 阶段 ; 的 状态 7 为 最 后 一 次 旋转 所 得 到 的 1 到 n 中 的 某 一 个 数 . 


f) = 已 知 游戏 处 于 阶段 (旋转 )i 并 且 最 后 一 次 旋转 
的 结果 是 7 的 最 大 期 望 收益 


则 
Gai Parii 2j, 者 游 戏 结束 
时 阶段 i 的 期 望 收益 》 prfit1(k)， 若 游戏 继续 

k=1 


递归 公式 可 写成 


jms+l( 力 =27 


结束 : 2j 
Fi) = max 旋转 : Dj prfiti(k) | 122,9, m 
k=1 
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fi(0)= 3 prf2(k) 
k=1 


上 述 递归 方程 的 合理 性 在 于 , 当 第 一 次 旋转 (i = 1) 时 , 因为 游戏 刚刚 开始 , 系 
统 的 状态 为 了 = 0, 因此 户 (0) = pif2(1) + p2f2(2) +… + pafo(n). 最 后 一 次 旋转 
(i = m) 后 , 不 论 第 m 次 旋转 的 结果 7 为 何 , 这 次 游戏 必须 结束 , 因此 fui) = 2j. 

”递归 计算 从 fm%+1 开始 , 到 户 (0) 结束 , 因此 产生 m1 个 计算 阶段 . 因为 f (0) 
是 从 所 有 m 次 旋转 得 到 的 期 望 收益 , 而 且 知道 游戏 的 成 本 是 Sr, 所 以 净 收 益 就 是 
RA(0) — z. 

例 22.1-1 

假设 这 种 俄 式 轮 盘 赌 游戏 的 外 径 标 刻度 为 1 到 5 的 数字 , 停 在 数字 ; 上 的 概 
率 pi 给 定 为 pl = 0.3, pz = 0.25, pz = 0.2, p4 = 0.15, ps = 0.1. 游戏 者 付 $5 最 多 
可 旋转 4 次 . 求 这 4 次 旋转 每 次 的 最 优 策略 及 其 期 望 净 收 益 . 
阶段 5 

fs(j) 223, 7=12,3,4, 或 5 
决策 : 车 7 = 1,2, 3,4, 5, 结束 , fsG) = 2j. 
阶段 4 


fa(j) 2 max(25, pi1fs(1) + p2fs(2) + pafs(3) + pafs(4) + psfs(5)} 
= max(2j, 0.3 x 2+0.25 x 4+ 0.2 x 6 +0.15 x 8--0.1 x 10) 
maxi; s o S” 车 j=1 或 2 
Smax{2j, 8) = b. £j-345 
HR: Ej =1 或 2, 旋转 ， fA) = 5; Ej = 3,4, 5, 结束 ， fali) = 2j. 
阶段 3 
0)=max{27，pla(1) + p2fa(2) + p3f4(3) + pAfa(4) + psfa(5)) 
—max(2j, 0.3 x 5 +0.25 x 5--0.2x 6 +0.15 x 8 + 0.1 x 10) 
2; 6181 615, #j=1,2,3 
— max(2j, 6. HM £Ej-aHs 
决策 : 若 7 = 1,2, 3, 旋转 , fs(7) = 6.15; 若 7= 4 9X 5, 结束 , fs(7) = 2j. 
阶段 2 


fa(j) = max{2j, pı f3(1) + p2fa(2) + pafa(3) + pafa(4) + psfa(5)) 
=max{2j, 0.3 x 6.15 + 0.25 x 6.15 + 0.2 x 6.15 + 0.15 x 8 + 0.1 x 10) 
68125, # j=1,2,3 


= max{2j, 6.812 5} = » 若 ) -4 或 5 
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决策 : 若 7 = 1,2, 3, 旋转 , ha(7) = 6.812 5; 若 j = 4 或 5, 结束 , hU) = 27. 
阶段 1 


f1(0)=p1f2(1) + p2f2(2) + p3f2(3) + paf2(4) + ps f2(5) 
= 0.3 x 6.812 5 + 0.25 x 6.812 5 + 0.2 x 6.8125 +0.15 x 8+ 0.1 x 10 
= 7.31 


决策 : 旋转 ， f1(0) = $7.31. 
根据 上 面 的 计算 , 最 优 解 为 


旋转 次 数 最 优 策略 
1 游戏 开始 , 旋转 
2 若 第 1 次 旋转 产生 1, 2, 3, 继续 ; 否则 , 结束 游戏 
3 若 第 2 次 旋转 产生 1, 2, 3, 继续 ; 否则 , 结束 游戏 
4 EP 3 次 旋转 产生 1 或 2, 继续 ; 否则 , 结束 游戏 


期 望 净 收 益 = $7.31 — $5 = $2.31 


习题 22.1A 
1. 在 例 22.1-1 中 , 假设 轮 盘 标记 1 到 8 的 数字 , 并 可 等 概率 地 停 在 任何 一 个 数字 上 . 假定 每 
次 游戏 可 有 5 次 旋转 , 请 为 该 游戏 确定 一 个 最 优 策略 . 
*2。 我 想 把 二 手 车 卖 给 出 价 最 高 的 买 家 . 经 过 市 场 调研 发 现 , 我 可 以 等 概率 地 接受 3 种 出 价 : 
低 价 约 $1 050, 中 价 约 $1 900, 高 价 约 $2 500. 我 把 卖 车 广告 张贴 出 去 3 天 . 每 天 结束 时 ， 
我 会 决定 是 否 接受 当天 的 最 佳 出 价 . 我 接受 出 价 的 最 优 策 略 应 该 是 什么 ? 


22.2 投资 问题 


某 个 人 想 在 以 后 的 ”年 里 要 在 股票 市 场 投资 103C 美元 . 投资 计划 要 求 每 年 
初 买 进 股票 , 并 在 同年 末 卖 出 , 然后 把 累计 的 钱 数 (全 部 或 部 分 ) 在 下 一 年 初 再 投 进 
去 . 投资 风险 用 概率 回报 来 表示 . 市 场 调查 表明 , 投资 回报 受到 m 个 市 场 条 件 的 影 
Wi, FERH k URR pr, k — 1,2,… ,mm 产生 回报 7.( 可 以 是 正 的 、 零 或 负 值 ). 那 
么 该 如 何 投入 这 103C 美元 来 实现 在 n 年 末 达 到 最 高 的 累计 收入 呢 ? 

定义 

zi 二 第 i 年 年 初 可 用 的 资金 额 , i = 1,2,:… ,n (zı = C) 
yi = 第 i 年 年 初 投入 的 资金 额 (y; < i) 

DP 模型 的 要 素 可 表述 为 

(1) 用 年 度 i 表示 阶段 i 

(2) 阶段 i 的 备 选 决策 方案 由 yi 给 出 . 

(3) 阶段 i 的 状态 用 zi 表示 . 
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令 


大 (Ti) = iiti, ,年 的 最 大 期 望 资金 额 , 已 知 第 i 年 年 初 的 z. 
对 于 市 场 条 件 k, 我 们 有 


Tit1 = (lo rk)yi + (zi — yi) = Ti + TkYi, k=1,2,.….,m 


给 定 市 场 条 件 上 发生 的 概率 pr, DP 递归 方程 可 写成 
filz) = og a x Dott tnw), i= 1,2,- tO, 


其 中 41(zn+t1) = £42 因为 第 n 年 以 后 就 没有 投资 了 . 
对 于 年 度 n, 我 们 有 


fn(zn) = = 0 m a x, Dn. 十 ao — Zn 十 nie { (Enn) .| 


令 m 
T= X perk 
k=1 
则 有 
| f9 inr«o 
"t 如 果 F>0 
如 果 F< 和 0 
fn(zn)= ia - 
(14r), üRr0 
例 22.2-1 


在 投资 模型 中 , 假设 你 想 在 未 来 4 年 中 投资 $10 000. 有 50% 的 机 会 能 让 你 的 
资金 翻番 , 有 20% 的 机 会 保本 , 而 另外 的 3096 的 机 会 你 将 损失 所 有 的 投资 额 . 请 
给 出 最 优 的 投资 策略 . 

使 用 模型 符号 , 我 们 有 


C —$10 000, n — 4, m-3 
pı =0.4, p; = 02, p3 = 0.4 
ri=l, r2 = 0; T3 = 一 


阶段 4 
r= 0.5 x 1 + 0.2 x 0+ 0.3 x (—1) = 0.2 
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因此 ， 
Salza) = 1.274 
得 到 最 优 解 如 下 表 : 
最 优 解 
"os falza) V4 
T4 1.2z4 Z4 
阶段 3 
ja(za) - max {pı fa(za + r1y3) + pofa(za + rays) + pafa(za + rays)) 
Sys ST3 
一 na (0.5 x 1.2(za + y3) + 0.2 x 1.2(z3 + 0ys) + 0.3 x 1.2[zs + (—1)ys]} 
$&ya&T3 
= max (1-223 + 0.24y3} = 1.4423 
因此 可 得 
最 优 解 
R os Flea) 四 
Z3 1.4473 T3 
阶段 2 


fa(z2)— o pax, im fs(z + r1y2) + pafa(zo + r242) + pafs(za + r3y2)} 


= max (0.5x1.44(z2--y2) -0.2 x 1.44(z2--0y2) -0.3 x 1.44[z2 + (—1)y2]} 


OS<y2ST2 
= max (1442; + 0.2885) = 1.72822 
因此 可 得 
muse 
* o5 Tala) 本 
22 1.72822 12 


阶段 1 
A(n)- oge, {pif2(z1 + riy) + paf2(1 + r2y1)  pafo(zi +rayı)} 


= 2 {0.5 x1.728(z1+y1)+0.2 x 1.728(z1 +0y1)+0.3 x 1.728[z1+(—1)yı)} 
&yi&zi 


= max (1.728z, 十 0.345 6y1} = 2.073 6z1 
OSyi&zi 


因此 可 得 
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最 优 解 
状态 fi1(z1) yl 
zı 2.073 621 zı 


因此 最 优 投资 策略 为 : 因为 对 于 ;= 1 到 4, y? = zi, 所 以 最 优 解 要 求 在 每 年 
年 初 投入 所 有 的 资金 . 第 4 年 年 底 的 累积 资金 共有 2.073 62; = 2.073 6($10 000) = 
$20 376. 
事实 上 可 以 通过 归纳 法 证 明 , 上 述 问题 在 阶段 i,i = 1,2,… ,n 有 下 列 一 般 性 
的 解 . 
je WA roO 
eoo [oci 如 果 F>0 
fo WFO 
TN i5 r0 


习题 22.2A 


*1. 在 例 22.2-1 中 , 假定 概率 pk 和 回报 率 rk 在 这 4 年 里 的 变化 如 下 表 数 据 , 求 最 优 投资 策 
y. 


年 度 rı r2 T3 pı p2 pa 
1 2 1 0.5 0.1 0.4 0.5 
2 1 0 一 1 0.4 0.4 0.2 
3 4 -1 —1 0.2 0.4 0.4 
4 0.8 0.4 0.2 0.6 0.2 0.2 


2. 一 个 10 m? HERTAKA 3 种 货品 , 货品 1, 2, 3 每 件 的 体积 分 别 为 2m7, 1 m?, 
3 m?. 对 每 种 货品 的 概率 需求 如 下 : 


需求 的 概率 

件数 EI A2 TE 
1 0.5 0.3 0.3 
2 0.5 0.4 0.2 
3 0.0 0.2 0.5 
4 0.0 0.1 0.0 


这 3 种 货品 每 件 的 缺 货 费 用 分 别 是 $8, $10, $15, EPRE fi AIV VOR E Ib PE? 
3. HiTec 公司 刚刚 开始 在 4 年 期 间 内 生产 若干 台 超级 计算 机 . 这 种 新 型 计算 机 的 年 度 需 求 量 
D WA T5: 


p(D 21) 2 0.5, p(D = 2) 2 0.3, p(D = 3) = 0.2 
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根据 工厂 的 生产 能 力 , 每 年 可 生产 3 台 计 算 机 , 每 台 成 本 500 万 美元 . 每 年 的 实际 产量 并 
不 一 定 等 于 需求 量 . 年 末 销 售 不 出 去 的 计算 机 会 产生 100 万 美元 的 存放 和 维护 费用 . 假如 
推迟 交 货 1 年 公司 则 会 损失 200 万 美元 . 过 了 4 年 以 后 , HiTec 公司 将 不 会 接受 新 的 订 
JR, 但 会 在 第 5 年 继续 生产 , 以 满足 第 4 年 未 没有 完成 的 需求 量 . 请 为 HiTec 公司 制定 最 
优 的 生产 计划 安排 . 

*4. PackRat 户外 用 品 公 司 在 小 石城 内 有 3 家 体育 中 心 . 复活 节 这 一 天 , 人 们 都 要 开展 自行 车 
户外 运动 . 该 公司 共有 8 辆 自行 车 供出 租 , 这 些 自行 车 分 布 在 3 个 体育 中 心 , 目的 是 获得 
最 大 的 收入 . 对 这 些 自行 车 的 需求 和 每 小 时 收取 顾客 的 租金 在 这 3 个 地 点 都 不 一 样 , 如 下 
面 的 分 布 表 所 示 : 


自行 车 数 m 需求 的 概率 
心 1 中 心 2 中 心 3 
0 0.1 0.02 0 
1 0.2 0.03 0.15 
2 0.3 0.10 0.25 
3 0.2 0.25 0.30 
4 0.1 0.30 0.15 
5 0.1 0.15 0.10 
6 0 0.05 0.025 
7 0 0.05 0.025 
8 0 0.05 0 
租金 /小 时 ($) 6 7 5 


PackRat 公司 应 该 如 何 把 这 8 辆 自行 车 分 配 在 这 3 个 体育 中 心 呢 ? 


22.3 ”最 大 化 实现 某 个 目标 的 事件 


22.2 节 介绍 了 如 何 求 最 优 期 望 收益 的 最 大 化 问题 , 而 另 一 种 常用 的 目标 是 求 达 
到 某 种 收益 水 平 概率 的 最 大 化 . 我 们 用 22.2 节 的 投资 问题 来 说 明 这 种 新 的 目标 的 
应 用 . 

像 22.2 节 一 样 , 我 们 定义 同样 的 阶段 i, 备 选 方案 yi 和 状态 zi. 新 的 目标 是 最 
大 化 在 第 n 年 年 底 实现 总 钱 数 S. 的 概率 . 定义 


f(zi) = 实现 总 钱 数 S 的 概率 , 给 定 zi 为 第 i 年 年 初 可 用 的 资金 量 ， 
并 且 对 第 dui + 1, ,n 年 实施 某 个 最 优 策略 


因此 , 动态 规划 的 递归 方程 为 


fn(zn)= max [S nrt 十 rkyn 2 si} 
k=1 


OLYn SEn 
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Oy gr 


fi(z:)= max {Sn tnw) ， 4 二 1,2,...,n—l1 
天 一 】 
这 些 递 归公 式 根据 的 是 条 件 概率 法 则 ; 
P(A) = Y P(AI)PUS.) 
k=1 


在 本 问题 中 , 用 Fo (mi + rey) 代替 P(A|B,]. 
£i 22.3-1 

有 人 想 投资 $2 000. 可 能 的 投资 结果 包括 : 以 概率 0.3 让 投入 的 资金 翻番 , 或 
者 以 概率 0.7 损失 掉 所 有 的 投入 . 每 年 年 底 把 投资 卖 掉 , 然后 下 一 年 年 初 再 全 部 或 
部 分 进行 再 投资 . 连续 3 年 重复 这 一 过 程 , 目标 是 最 大 化 在 第 3 年 年 底 实现 $4 000 
的 概率 . 简单 起 见 , 假定 所 有 的 投资 都 是 $1 000 的 倍数 . 

用 模型 的 符号 , 我 们 说 n. = 1 的 概率 为 0.3, ra = —1 的 概率 为 0.7. 
阶段 3 ”在 阶段 3, 状态 rs 可 以 最 小 为 $0, 最 大 为 $8 000. 者 整个 投资 者 赔 进 去 
T, 就 达到 了 最 小 值 , 而 当 投 资 在 前 面 两 年 中 每 年 年 末 都 翻番 , 则 会 达到 最 大 值 . D 
此 阶段 3 的 递归 方程 可 以 写成 

(zs) = ya 2, {0.3P{z3 + ys > 4) +0.7P{fzs — ys > 4)) 

其 中 za = 0,1,.… ,8. 

x 22.1 给 出 了 阶段 3 的 详细 计算 过 程 . 所 有 阴影 区 域 是 不 可 行 的 , 因为 不 满 
足 条 件 ys < zs. 另外, 在 计算 过 程 中 我 们 注意 到 


0， 如 果 z3 二 ys <4 


1, WẸ r3+y 24 
如 果 r3- yzs<4 


WR: 一 ys 24 


虽然 表 22.1 表明 了 备 选 最 选 解 对 于 zs = 1,3,4, 5,6, 7,8 存在 , 但 最 优 解 列 值 
仅 给 出 了 最 小 的 最 优 值 v. 这 里 的 假设 是 , 投资 者 要 想 达 到 所 需要 的 目的 , 不 需要 
投入 不 必要 的 资金 . 
阶段 2 


P(zs + ys > 


0, 
P(zs — ys 29-0 


f2(22) = max za 0- 3fs(2 + y2) + 0.7 f3(x2 — y2)) 


y2=0,1, 


相应 的 计算 结果 如 表 22.2 所 示 . 
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£'0-0X40  £'0—0X40  £0-0x40 £0-0x40 I-IX4'0 T=Tx20 I-IX4'0 I-1X40  I-IX4'0 

0 I -IX£0 +1x£0 TIx£'0 TIx£0 TIX£'0 十 Tx8'0 +1x£0 TIX£0  -4IXx£0 8 
£'0—0X4L'0  £0—-0Xx40  £0-0X40  £0-20x40 I-IX40 I-IX40 I-IX40  I-IX4'0 

0 I TIxf'Ü TIXx£'0 MIX£0 TIx£'0 -IX£'0 TlUx£'0 -TIXE&€0  -cIX£0 4 
£'0—0X40  £'0—0X40  £'0-0x40  £0-0x40 ISIX4'0 I-CIX40  I-IXZLO 

0 I TIXEO0 £0 +1x£0 +1x£'0 TIx£0 -Ix£0  -Ix£0 9 
£'0-0X40  £0-0X40  £0-0xX40  £0—0X40 ISIX40  I-IX4O 

0 T TIx£'0 十 Tx8'0 十 LX8'0 TIXEO0 -CIX£0  -4Ix£€0 9 
£'0—0X40  £0-0X40  £0-0X40  £0—0x40  I-IX40 

0 I +Tx8g'0 TIX£0 +1x£'0 4Ix£0 +xe0 p? 
£'0—0X40  £'0-0X40  £0-0X40  0-0X40 

T £0 TIX£'0 TIXxE'0 -Ix£0  -40x£&0 € 
£'0-0X40 . 0-20x40  0-0XL0 

Z £0 TIx£'0 -0x£0  -40x£0 z 
0—0X40  0—0x40 

0 0 +0xg8'0  -40x£0 T 
0—0x4'0 

0 0 +0xg0 0 

ER sf 8 L 9 q v £ [4 T =£ £z 

L4 4 (v € £6 — £z)aqro + (p £ 86 + 8z)ago 
rec xX 
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* 22.2 
0.3fs(z2 + y2) + 0.7 f3(z2 — y2) 最 优 值 
72 y2—0 1 2 3 4 Uh ow 
0 03x04 0 
0.7x0—0 
1 03x04 0.3x0.34- 009 1 
0.7x0=0 0.7x0=0.9 
2 03x04 0.3x0.34- 0.3x 14- 030 0 
0.7x0.320.3 0.7x0=0.09 0.7x0z0.3 
3  03x0.34- 0.3x14- 0.3x1+ 0.3x1+ 0.51 1 
0.7x0.3—0.3 0.7x0.3=0.51 0.7x0=0.3 0.7x0=0.3 
4 0.3xl+ 0.3x1+ 0.3x1+ 0.3x1+ 0.3x1+ 1 0 
Q.7x1z1 0.7x0.3—0.51 — 0.7x0.3-0.51 0.7x0=0.3  0.7x0-20.3 
Wr: 
h(n)- Rx ,(0.3/2(zi *4g)-t07f2(zi — n)} 
相应 的 计算 结果 如 表 22.3 所 示 . 
表 22.3 
0.3f2(zi1-- 31) t 0.7f2(z1 — yi) 最 优 值 
^ n=0 1 2 how 
(2  03x03407x03 03x051+07x009 Q03x1407x0-03 03 O0 
一 0.3 = 0.216 = 0.3 


最 优 策略 按 下 列 方式 确定 : 已 知 初始 投资 额 z = $2 000, 阶段 1( 表 22.3) 得 到 
yi = 0, 说 明 第 1 年 不 需要 投资 . 第 1 年 不 投资 的 决策 使 得 投资 者 在 第 2 年 年 初时 
仍 有 $2 000. 从 阶段 2( 表 222) 的 zz = 2 得 到 ys = 0, 说 明 第 2 年 还 不 用 投资 . 接 
下 来 , 从 阶段 3( 表 22.1) 的 ra = 2, 得 到 ys = 2, 这 说 明 在 第 3 年 投入 所 有 的 资金 . 
实现 目标 S = 4 的 相应 最 大 概率 为 fı(2) = 0.3. 


习题 22.3A 


1. 在 例 22.3-1 中 , 阶段 1 表明 , 备 选 方案 的 最 优 值 y = 0, y = 2. 证 明 y; = 2 ( 即 第 1 年 
投入 所 有 的 资金 ) 也 能 导致 实现 所 需 目标 的 同样 的 概率 . 
2. 用 下 列 数据 求解 例题 22.3-1: 投资 者 的 目标 是 最 大 化 第 3 年 年 底 获得 至 少 $6 000 的 概率 . 
投资 者 手 上 有 资金 $1 000, 每 年 这 笔 钱 番 香 的 概率 都 是 0.6. 
*3. 假定 你 在 一 个 赌场 玩 赌博 游戏 , 在 那里 你 下 一 笔 赌注 , 然后 拍 硬 币 两 次 . 对 于 你 赌 的 每 $1， 
假如 两 次 抛 硬币 的 结果 都 是 正面 朝 上 , 赌场 付 给 你 $3, 否则 的 话 , 你 就 输 掉 投注 的 钱 . 假设 
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你 总 共 就 只 有 $1, 给 定 目标 是 让 3 次 游戏 后 你 有 $4 的 概率 达到 最 大 , 给 出 游戏 的 策略 . 
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第 23 章 ”马尔 可 夫 决策 过 程 


本 章 导 读 本 章 运 用 动态 规划 方法 求解 具有 有 限 个 状态 的 随机 决策 过 程 ， 状 
态 之 间 的 转移 概率 用 一 个 马尔 可 夫 链 来 描述 . 这 个 过 程 的 收益 结构 是 一 个 矩阵 , 它 
表示 了 从 一 个 状态 转移 到 另 一 个 状态 相应 的 收益 (或 费用 )， 转 移 矩阵 和 收益 矩阵 
都 依赖 于 决策 者 的 决策 方案 . 目标 是 确定 最 优 策略 , 使 得 有 限 或 无 限 多 个 阶段 上 的 
期 望 收 益 达 到 最 大 . 本 章 的 预备 知识 包括 马尔 可 夫 链 基本 原理 (第 17 章 )、 随 机 动 
态 规划 (第 22 章 ) 和 线性 规划 (第 2 章 ). 

本 章 包括 6 个 例题 和 14 个 节 后 习题 . 


23.1 ”马尔 可 夫 决策 问题 的 范围 


我 们 用 园艺 师 问 题 ( 例 17.1-1) 来 详细 说 明 马 尔 可 夫 决 策 过 程 . 这 个 例子 的 基 
本 思路 也 适用 于 其 他 重要 的 应 用 领域 , 包括 库存 、 替 换 问 题 、 货 币 流 管理 以 及 水 库 
容积 的 调节 问题 等 . 

为 了 方便 起 见 , 这 里 再 来 看 看 不 ` 施 化 肥 和 施用 化 肥 情况 下 相应 的 状态 转移 矩阵 
P' 和 P. 阶段 1, 2, 3 分 别 对 应 于 良好 、 一 般 和 较 差 的 土壤 条 件 . 


0.2 0.5 0.3 0.30 0.60 0.10 
"| 0.5 Jl »- (on 0.60 on] 
0 0 1 0.05 0.40 0.55 
从 决策 问题 的 观点 来 看 , 该 园艺 师 让 某 个 收益 函数 (或 收益 结构 ) 与 从 一 个 状 
态 到 另 一 个 状态 的 转移 联系 起 来 . 这 个 收益 函数 表示 一 年 期 间 的 收入 或 损失 , 依赖 
于 转移 状态 的 情况 . 由 于 园艺 师 可 以 选择 施用 化 肥 或 不 用 化 肥 , 因此 收入 或 者 损失 
依照 不 同 的 决策 而 有 所 不 同 . 矩阵 R 和 R? 分 别 表示 与 矩阵 P P? 相关 的 收 
1 2 3 12 3 
1/7 6 3 116 5-1 
-Irjl22]0 5 1|  E-lIràil-2|740 
3 \0 0-1 316 3-2 


R? 的 元 素 72, 考虑 施用 化 肥 的 费用 . 例如 , 若 去 年 的 土壤 条 件 为 一 般 (状态 2), 而 
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且 今 年 变 成 较 差 (状态 3) 的 话 , 它 的 收益 就 是 r2 = 0, 而 不 施 化 肥 情 况 下 rh = 1. 
因此 , R 矩阵 给 出 考虑 了 化 肥 费 用 的 因素 后 的 净 收 益 . 

那么 园艺 师 的 决策 问题 是 什么 呢 ? 首先 , 我 们 必须 要 了 解 , 园艺 作业 是 否 要 连续 
多 年 , 还 是 无 限 下 去 . 这 些 情形 被 称 作 有 限 阶段 (finite-stage) 和 无 限 阶 段 (infinite- 
stage) 的 决策 问题 . 在 这 两 种 情况 下 , 园艺 师 都 要 用 到 化 学 试验 的 结果 (系统 的 状 
态 ) 来 决定 最 佳 的 行动 方案 ( 施 化 肥 或 不 施 化 肥 ), 使 获得 的 期 望 收益 最 大 . 

园艺 师 也 可 能 想 要 评估 一 下 , 对 于 一 个 给 定 的 系统 状态 所 采取 的 具体 行动 方案 
所 产生 的 期 望 收益 如 何 . 例如 , 一 旦 土壤 条 件 变 得 较 差 (状态 3) 就 施用 化 肥 . 这 种 
情况 下 的 决策 过 程 称 为 是 用 平稳 策略 (stationary policy) 所 表示 的 决策 过 程 . 

每 个 平稳 策略 都 有 不 同 的 转移 矩阵 和 收益 矩阵 , 这 些 和 矩阵 可 以 从 P, P?, R!, 
R? 构造 出 来 . 例如 , 对 于 只 有 当 土 壤 条 件 较 差 (状态 3) 时 才 施 用 化 肥 的 平稳 策略 ， 
记得 到 的 转移 矩阵 和 收益 矩阵 分 别 为 


0.20 0.50 0.30 7 6 3 
P= į 0.00 050 050], R-2[05 1 
0.05 0.40 0.55 6 3-2 


这 些 和 矩阵 和 P, R 相 比 只 有 第 3 行 不 同 , 它们 是 直接 从 关于 施用 化 肥 的 矩阵 P?, 
R? 的 第 3 行 中 取 过 来 的 . 


习题 23.1A 


1. 在 园艺 师 模型 中 , 如 果 当 土壤 条 件 一 般 或 较 差 时 需要 采用 施用 化 肥 的 平稳 策略 , 请 给 出 此 
时 的 矩阵 P 和 R. 
*2. 给 出 该 园艺 师 模 型 的 所 有 平稳 策略 . 


23.2 有限 阶段 的 动态 规划 模型 


假设 园艺 师 计划 在 N 年 后 从 园艺 业 “ 退 休 ”, 我 们 想 要 求 出 每 年 的 最 优 的 行 
动 方 案 (施用 化 肥 , 或 不 用 化 肥 ), 使 得 在 N 年 末 获 得 最 高 的 期 望 收益 . 

4 k— 1,2 代表 园艺 师 的 两 种 行动 方案 , 用 矩阵 P^ 和 R 表示 方案 的 转移 
概率 和 收益 函数 矩阵 . 虽然 它们 已 在 2.3.1 节 中 给 出 , 但 为 了 方便 , 这 里 把 它们 总 结 


如 下 . 
0.2 0.5 0.3 
P'-|r5|]-]| 0 05 o5][, R! = [ril = 


0 0 1 


7 

0 

0 

0.30 0.60 0.10 6 

P2=|r3l= | 0.10 060 0.30 |, RE*-Wiàl-|7 
6 


weona OO oO 
| 
LHW 
M 


0.05 0.40 0.55 
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园艺 师 问题 可 表示 成 下 面 的 有 限 阶段 的 动态 规划 (DP) 模型 . 为 了 一 般 化 , 定 
X 
m = 每 个 阶段 (年 ) 的 状态 数 (园艺 师 问题 中 —3) 


fali) = 阶段 n,n + 1,… N 的 最 优 期 望 收益 , 已 知 i 是 第 n 年 年 初时 的 系统 状 
态 (土壤 条 件 ) 


AR fa 和 fari 的 后 向 递归 方程 为 
fn(i) = [Es [r$ E s n=1, 2, N 
j=l 


其 中 对 所 有 的 j, fw+1(7) = 0. 
上 述 方程 的 依据 是 , 从 阶段 ”的 状态 i 到 阶段 上 +1 的 状态 j 所 得 到 的 累计 
收入 r5 fai G) 发 生 的 概率 为 pE. 令 


DP 后 向 递归 方程 可 写成 
fn (i) = max(v?) 
mee pt rte]. n= 1,2, ,N — 1 
j=l 
为 说 明 vl 的 计算 , 我 们 考虑 不 施用 化 肥 的 情况 (k= 1). 
v! =0.2 x 7--05x 64-03x 3 = 5.3 
v) -0x0-05x5405x1-23 
vł=0x0+0x0+1x -l= -1 


因此 , 若 土壤 条 件 良 好 , 则 一 步 转移 就 得 到 那 一 年 的 收益 是 5.3; 若 土壤 一 般 , 则 得 
到 3; 如 果 土 壤 较 差 , 得 到 一 1. 


例 23.2-1 , 
在 本 例 中 , STHABEE P!, P?, R', R 提供 的 数据 来 求解 园艺 师 问题 , 时 间 
长 度 为 3 年 (N = 3). 


因为 在 计算 中 要 重复 用 到 vt 的 值 , 为 方便 起 见 , 我 们 在 下 表 中 给 出 它们 的 值 . 
前 面 提 到 过 , k = 1 表示 “不 用 化 肥 ”,& = 2 代表 “施用 化 肥 ”. 
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i vl v2 
1 5.3 4.7 
2 3 3.1 
3 -1 0.4 
阶段 3 
i vk 优 解 
k=1 k=2 k* 
1 5.3 4.7 1 
2 3 3.1 2 
3 -1 0.4 2 
阶段 2 
i vë pi fa) p fs(2) + pis fa(3) 最 oux 
k=1 k=2 f2(i) k 
1 9.3 -0.2x 5.3 + 0.5 x 3.1 4.7 + 0.3 x 5.3 + 0.6 x 3.1 8.19 2 
+0.3 x 0.4 = 8.03 +0.1 x 0.4 = 8.19 
2 3+0 x 5.3 +0.5 x 3.1 3.1 + 0.1 x 5.3 + 0.6 x 3.1 5.61 2 
+0.5 x 0.4 = 4.75 +0.3 x 0.4 = 5.61 
3 -1+0 x5.3+0x3.1 0.4 + 0.05 x 5.3 + 0.4 x 3.1 2.13 2 
+1 x 0.4 = —0.6 +0.55 x 0.4 = 2.13 
WE 1 
i vë ph £20) + pis f2(2) + pis fa(3) Ru 
k=1 k=2 fil) k* 
1 5.3 + 0.2 x 8.19 + 0.5 x 5.61 4.7 + 0.3 x 8.19 + 0.6 x 5.61 10.74 2 
十 0.3 x 2.13 — 10.38 十 0.1 x 2.13 — 10.74 
2 3+0 x 8.19 4- 0.5 x 5.61 3.1 + 0.1 x 8.19 + 0.6 x 5.61 7.92 2 
十 0.5 x 2.13 — 6.87 10.3 x 2.13 = 7.92 
3 —1 +0 x 8.19 +0 x 5.61 0.4 + 0.05 x 8.19 + 0.4 x 5.61 4.23 2 


+1 x 2.13 = 1.13 


+0.55 x 2.13 = 4.23 


这 个 最 优 解说 明 , 对 于 第 1 年 和 第 2 年 , 不 论 系统 状态 (化 学 试验 所 显示 的 土 
IRR) 如 何 , 园艺 师 都 应 该 施用 化 肥 (k* = 2). 而 到 了 第 3 F, 只 有 当 系 统 处 于 状 
态 2 和 状态 3 时 (一 般 或 较 差 土壤 条 件 ), 才 应 该 施用 化 肥 . 这 3 年 的 总 期 望 收益 
为 : ER 1 年 的 系统 状态 为 良好 ，P(1) = 10.74; 若 一 般 , 户 (2) = 7.92; 如 果 土 壤 较 


差 , 则 fı(3) = 423. 


评注 ”有 限时 间 阶段 的 问题 可 以 用 两 种 方式 加 以 推广 ， 首 先 , 转移 概率 和 收益 函 
数 不 一 定 对 所 有 的 年 份 都 一 样 , 其次, 可 以 对 各 个 阶段 的 期 望 收益 乘 以 一 个 折扣 系 
数 , 使 得 有 (i) 等 于 所 有 阶段 的 期 望 收益 的 当前 现 值 

第 1 种 推广 要 求 收益 值 re 和 转换 概率 pt 都 是 阶段 n 的 函数 , 如 下 面 的 DP 


23.0 有 限 阶 段 的 动态 规划 模型 


递归 方程 所 示 : 


fu (i) ^ max(v?^ 


fali) = max [n ies] (n212,,N-1 


j-1 


其 中 


m 
kn _ k,n kn 
v = ij Tij 
j=1 
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在 第 2 种 推广 中 , 给 定 a(< 1) 为 每 年 的 折扣 系数 , 使 得 从 现在 往 后 一 年 的 D 


美元 现 值 为 aD 美元 , 则 新 的 递归 方程 就 变 成 了 
jr 国 =maxto} 


m 
fs (i) = max prex ,n-1L2,-..,N-1 


jl 


习题 23.2A 


*1. 一 家 公司 每 年 对 其 重要 产品 的 生产 情况 进行 检查 , 决定 是 成 功 (状态 1) 还 是 不 成 功 (状态 
2). 公司 必须 决定 是 否 要 通过 广告 宣传 促进 这 些 产 品 的 销售 . FIERE P! m P? 提供 了 
每 年 做 广告 和 不 做 广告 的 转移 概率 , 相应 的 收益 由 矩阵 RI 和 R? 给 出 . 求 未 来 3 年 的 最 


优 决 策 . 
P o Œ= (3 


B os) R? = G 1) 
0.2 0.8 2 -1 


2. 某 公 司 可 通过 广播 、 电 视 和 报纸 对 产品 做 广告 . 这 3 种 媒体 的 每 周 广告 费 分 别 是 $200, 
$900, $300. 公司 每 周 的 产品 销售 量 情况 可 分 为 (1) 一 般 , (2) 良好 , (3) 优秀 . 相应 每 种 媒 


体 的 转移 概率 如 下 : 


广播 电视 报纸 
1 2 3 1 2 3 1 2 3 


1/0.4 05 O1 1/07 02 01 1/02 0.5 03 
2|0.1 07 02 2|03 0.6 0.1 2| 0 07 03 
3 \0.1 02 0.7 3 \0.1 07 0.2 3X0 02 08 


对 应 的 每 周 收益 矩阵 为 
广播 电视 报纸 


400 520 600 1000 1300 1 600 400 530 710 
300 400 700 800 1000 1 700 350 450 800 


200 250 500 600 700 1100 250 400 650 
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求 未 来 3 周 的 最 优 广告 策略 . 
"3. 库存 问题 . 家 电器 商店 每 月 初 下 冰箱 订单 , 立即 进货 . 每 次 固定 订货 费 为 $100, 每 台 冰 箱 
每 月 的 储存 费 为 $5, 缺 货 损 失 费 约 为 每 台 冰 箱 每 月 $150. 每 月 需求 量 服从 下 面 的 pdf 


——— M———— 
需求 量 x 0 1 2 
p(z) 0.2 0.5 0.3 


该 商店 的 策略 是 , 每 个 月 的 最 大 库存 水 平 不 超过 2 台 冰 箱 . 求 
(a) 本 问题 不 同 决策 方案 的 转移 概率 . 


(b) 作为 系统 状态 和 决策 方案 的 函数 的 每 月 期 望 库存 费用 . 
(c) 未 来 3 个 月 的 最 优 订货 策略 . 
4. 重 解 第 3 Bi, 假定 下 个 季度 需求 pdf 的 变化 如 下 表 : 


T 


0 0.1 0.3 0.2 
1 0.4 0.5 0.4 
2 0.5 0.2 0.4 
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求解 无 穷 多 个 阶段 的 问题 有 两 种 方法 . 第 1 种 方法 要 求 评估 这 个 决策 问题 的 
所 有 可 能 的 平稳 策略 , 相当 于 穷 举 过 程 , 只 能 用 于 平稳 策略 数 相对 少 的 情况 下 . 第 
2 种 方法 称 为 策略 迭代 法 (policy iteration), 它 用 迭代 方法 求 最 优 策 略 ， 因而 通常 更 
有 效率 . 

23.3.1 ” 穷 举 法 


假设 决策 问题 有 5 个 平稳 策略 , 设 P* 和 Rs,s = 1,2,… ,S 为 相应 策略 的 (一 
步 ) 转移 矩阵 和 收益 矩阵 . 穷 举 法 的 步骤 如 下 . 
第 1 步 BERS i ;= 1,2,… ,m, 计算 策略 s 的 期 望 一 步 (一 周期 ) 收益 v. 
第 2 步 ” 对 应 于 策略 s, 计算 其 转移 矩阵 P^ 的 长 期 平稳 概率 vr. 若 这 些 概率 存 

在 , 则 可 从 下 列 方程 算出 : 

n P =n" 
AI 十 7T2 十 … 十 7 二 1 
其 中 T= (ni, T2, Ut Tm) 


第 3 步 ” 用 以 下 公式 求 策略 s 的 每 步 (周期 ) 转移 的 期 望 收益 ， 
E’ = Yun: 
i=1 
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第 4 步 ” 求 最 优 策 略 s*, 使 得 


E" — max(E*] 
下 面 用 这 一 方法 求解 无 限 计划 期 的 园艺 师 问 题 . 
例 23.3-1 

本 园艺 师 问题 总 共有 8 个 平稳 策略 , 如 下 表 所 示 : 

平稳 策略 s 行动 方案 

1 完全 不 施肥 

不 论 状态 如 何 都 施 化 肥 

车 处 于 状态 1 时 施肥 


车 处 于 状态 2 时 施肥 
若 处 于 状态 3 时 施肥 
车 处 于 状态 1 或 状态 2 时 施肥 
车 处 于 状态 1 或 状态 3 时 施肥 
车 处 于 状态 2 或 状态 3 时 施肥 


对 于 策略 3 到 策略 8 的 矩阵 P^ 和 R*, 可 以 从 策略 1 和 策略 2 的 转移 概率 和 


收益 中 得 到 : 
0.2 0.5 0.3 
PI=| 0 05 05], R! = 
0.3 0.6 0.1 
06 03 |, = 
0.05 0.4 0.55 


0.3 0.6 0.1 
0.5 0.5 R? = 


FEDES 
e(o) nl 
ET 2 «| 
a | 
act 


0o E 0 OC' & Q I 


| | | | 
BU 9040 


|l 一 
t2 e 


CO Roo poc ORO On c^ ong 
| 
. O% 
人 


0.2 0.5 0.3 
0.5 0.5 RŠ = 
0.05 0.4 0.55 


| 
pk 


ONO OON ONN 009 ANGA c co 
e 


0.3 0.6 0.1 
01 0.6 0.3 R$ = 


I 
= 
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03 0.6 O01 6 5 -1 

P'=| 0 05 05], R'-[05 1 
0.05 0.4 0.55 63 -2 
02 0.5 03 76 3 
P-|o1 oe o3], R=|7 4 0 
0.05 0.4 0.55 63 -2 

因此 可 以 计算 出 v? 的 值 , 如 下 表 所 示 . 
v 
8 

t=1 i= i-3 

1 5.3 3.0 一 1.0 

2 4.7 3.1 0.4 

3 4.7 3.0 —1.0 

4 5.3 3.1 —1.0 

5 5.3 3.0 0.4 

6 4.7 3.1 —1.0 

7 4.7 3.0 0.4 

8 5.3 3.1 0.4 

平稳 概率 的 计算 用 下 列 方程 得 出 : 
T^P? 一 7 


mi 十 T2 十 … 十 7m 一 工 
作为 一 个 例子 , 考虑 s = 2. 相应 的 方程 组 为 


0.371 十 0.172 + 0.0573 — 71 
0.67, 十 0.672 十 0.473 = 72 
Q.17, + 0.372 + 0.5574 = 75 


Ti 72-73 —1 


(注意 到 前 3 个 方程 中 有 一 个 是 元 余 的 .) 所 得 到 的 解 为 


2 6 34 98 22 


= 一 一 = 一 一 2 一 一 
59' "2 5g' "3 59 


在 此 情况 下 , 期 望 年 度 收 益 为 


E? — 2v? + x2v2 + 12v2 


6 31 22 
一 (s) x 4.1 十 (5) x 3.1 + (S) x 0.4 = 2.256 
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下 表 总 结 了 所 有 平稳 策略 的 rs 和 E. (虽然 不 会 影响 到 计算 , 但 应 注意 到 策略 
1, 3, 4, 6 的 每 一 个 都 有 一 个 吸收 状态 : 状态 3， 这 也 是 对 于 所 有 这 些 策略 都 有 
7; =m =0 fI 05 — 1 的 原因 .) 


73 T3 E* 
0 1 -1 
31 22 

š $5 2.256 
0 1 0.4 
0 
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策略 2 具有 最 大 的 期 望 年 度 收益 . 最 优 长 期 策略 要 求 , 不 论 系统 的 状态 如 何 都 
施用 化 肥 . 


习题 23.3A 


1. 对 无 穷 多 个 周期 , 用 穷 举 法 求解 习题 23.2A 的 第 2 题 . 
2. 对 无 限 长 的 计划 期 , 用 穷 举 法 求解 习题 23.2A 的 第 2 题 . 
*3. 假定 计划 期 无 限 长 , 用 穷 举 法 求解 习题 23.2A 的 第 3 题 . 


23.3.2 不 带 折扣 的 策略 迭代 方法 


为 了 充分 了 解 穷 举 方法 的 难度 , 我 们 假定 , 园艺 师 有 4 种 行动 方案 , 而 不 是 两 
种 : (1) 不 施肥 , (2) 每 季 施 肥 一 次 , (3) 施肥 两 次 , (4) 施肥 3 次 . 在 这 种 情况 下 ， 
艺 师 总 共有 43 = 256 个 平稳 策略 . 通过 把 行动 方案 数 从 2 个 增加 到 4 个 , 平稳 策 
略 数目 从 8 个 指数 “ 猛 增 ” 到 256 个 . 这 不 仅 难 以 直接 枚 举 所 有 的 策略 , 而 且 计算 
量 也 会 大 得 不 可 接受 . 这 就 是 为 什么 我 们 对 建立 策略 迭代 方法 感 兴趣 的 原因 . 

在 23.2 节 中 , 我 们 已 经 说 明 , 对 于 每 个 具体 的 策略 , 在 阶段 n 的 期 望 总 收益 可 
以 表示 为 递归 方程 : 


fn(i) = vi + 2 Pifas), j=1,2,.…,m 
这 一 递归 方程 就 是 建立 策略 迭代 方法 的 基础 , 但 是 必须 对 现在 的 形式 做 一 点 修改 ， 
以 便 我 们 能 够 看 出 这 一 过 程 的 渐进 行为 . 定义 7 为 剩 下 来 待考 虑 的 阶段 数 , 这 与 方 
程 中 的 ”是 不 一 样 的 , 它 定义 阶段 n. 因此 递归 方程 可 写成 


Fali) =v + pi fa), j 一 1,2,--- ‘m 
j=1 
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注意 , 户 是 假定 n 为 剩 下 来 要 考虑 的 阶段 数 时 的 累计 期 望 收益 . 按照 这 一 新 的 定 
X, 这 一 过 程 的 渐进 行为 可 以 通过 令 7 一 oo 来 研究 . 
设 


T = (m2, Tm) 
为 转移 矩阵 P = pyl 的 平稳 状态 概率 向 量 , H 
E = mv 十 Ta2V2 十 … TaAUm 
为 23.3.1 节 所 计算 的 每 个 阶段 的 期 望 收益 , 则 对 充分 大 的 nn 有 
fali) =E + fi) 


其 中 f(i) 为 常数 项 , 表示 给 定 状态 i 时 fali) REDIERE. 

由 于 所 (i) 为 给 定 状态 i 时 5 个 剩余 阶段 的 累计 最 优 收益 , 并 且 EE 是 每 个 阶段 
的 期 望 收益 , 所 以 我 们 直观 地 可 以 看 出 来 为 什么 f.) 等 于 9E 加 上 一 个 说 明 具 体 
状态 i 的 修正 因子 f(i). 这 一 结果 假定 了 7 — oc. 

利用 这 一 信息 , 现在 把 递归 方程 写成 


1E + f(i) = vi + > ps((n — DE+ f(3)), i=1,2,-- m 


j=1 


简化 这 个 方程 , 我 们 得 到 
E+f() -2 pyf0) =v, i=1,2,...,m 
j=1 

这 样 , 我 们 有 m + 1 个 未 知 变量 f(1), f(2), …, f(m) M E 的 m 个 方程 

如 23.3.1 节 一 样 , 我 们 的 目标 是 求 产生 E 的 最 大 值 的 最 优 策略 . 因为 这 m 个 
方程 带 有 m + 1 个 变量 , E 的 最 优 值 不 能 一 步 求 出 , 而 是 需要 采用 一 种 两 步 迭 代 的 
方法 , 即 从 任意 一 个 策略 开始 , 求 出 一 个 新 的 策略 , 以 得 到 一 个 更 好 的 E 值 . 这 一 大 
代 过 程 当 连 续 两 个 策略 完全 一 样 时 停止 . 

(1) 求 值 步 骏 ， 选择 任意 策略 s, 利用 相应 的 矩阵 Ps 和 R:， 并 随意 假定 

f*(m) = 0. 求解 方程 


m. 
E* + f*(i) - 3 pi f*(j) =v], $—1,2,-.-,m 
j=1 


求 出 未 知 的 E^, f^(1), …, f*(m — 1). 转 到 策略 改进 步 又 . 
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(2) 策略 改进 步骤 . 对 于 每 个 状态 i 求 可 能 方案 k, 使 得 


max E nro) , i=1,2, -m 
j=1 
FD 的 值 , 7 = 1,2,… ,m 是 在 求 值 步骤 求 出 来 的 ， 所 得 到 的 状态 1, 
2, .…，, m 的 最 优 决策 就 构成 了 新 的 策略 上 如果 s 与 t 一 致 , 则 t 就 是 
最 优 的 , 否则 , 赋值 s = t, 返回 到 求 值 步骤 . 
例 23.3-2 
用 策略 迭代 法 求解 园艺 师 问题 . 
让 我 们 随便 从 不 用 施肥 的 策略 开始 , 相应 的 矩阵 为 


0.2 0.5 0.3 T 6 3 
P=| 0 0505], R=|0 5 1 
0 0 1 0 0 -1 


求 值 迭代 步骤 的 方程 为 
E + f(1) -0.2/(1)—0.5/(2) — 0.3f(3)=5.3 
E+ f(2) —0.5f(2) — 0.5/(3) 23 
E + f(3) -f(3)2-1 


车 任意 地 令 f(3)-0, 上 述 方程 得 到 解 


接 下 来 , 使 用 策略 改进 步骤 . 相应 的 计算 如 下 表 记 示 . 


i vë + ph ÁO) + phf(2) + phf(3) 最 优 解 

大 一 1 k=2 f) k* 

1 5.3 + 0.2 x 12.88 + 0.5 x 8 4.7 + 0.3 x 12.88 + 0.6 x 8 13.36 2 
+0.3 x 0 = 11.876 +0.1 x 0 = 13.36 

2 3 +0 x 12.88 + 0.5 x 8 3.1 +0.1 x 12.88 + 0.6 x 8 9.19 2 
+0.5x0=7 +0.3 x 0 = 9.19 

3 —1 +0 x 12.88 +0 x8 0.4 + 0.05 x 12.88 + 0.4 x 8 4.24 2 
+1 x0= -1 +0.55 x 0 = 4.24 


这 个 新 的 策略 要 求 不 论 状 态 如 何 都 施肥 . 由 于 这 个 新 的 策略 和 前 一 个 不 同 ， 
此 再 次 进入 求 值 步骤 . 相应 新 策略 的 的 矩阵 是 


03 0.6 01 6 5 一 ! 
P-|01 06 03], R=|7 4 0 
0.05 0.4 0.55 6 3 一 2 
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上 述 和 矩阵 产生 下 列 方程 ; 
E+ f(1)-0.3f(1) - 0.6f(2)-0.1f(3) = 47 
E+ f(2)-0.1f(1) — 06/(2)-03f(3 = 31 


E + f(3)—-0.05/(1) —0.4/(2) — 0.55f(3) — 0.4 
15 f(3) = 0, 我 们 得 到 解 


E=2.26, f(1) 26.75, f(2) = 3.80, f(3)=0 


策略 改进 步骤 的 计算 如 下 表 . 
vë + ph FC) + ph f(O) + ph f(3) anA 
i i il i2 i3 

k=1 k=2 f) k* 
1 5.3 + 0.2 x 6.75 + 0.5 x 3.80 4.7 -- 0.3 x 6.75 + 0.6 x 3.80 9.01 2 

10.3 x 0 = 8.55 +0.1 x 0 = 9.01 
2 3+0 x 6.75 + 0.5 x 3.80 3.1 + 0.1 x 6.75 + 0.6 x 3.80 6.06 2 

十 0.5 x 0 = 4.90 10.3 x 0 = 6.06 
3 —1 +0 x 6.75 +0 x 3.80 0.4 + 0.05 x 6.75 + 0.4 x 3.80 2.26 2 


十 1x0= 一 1 +0.55 x 0 = 2.26 


————————MMM—————————35x0—226 
这 个 无 论 什 么 状态 都 施肥 的 新 策略 和 前 一 个 策略 一 样 , 因此 最 后 一 个 策略 就 是 
最 优 的 , 迭代 过 程 终止 . 这 个 结论 和 穷 举 法 得 出 的 一 致 ( 见 23.3.1 节 ). 但 请 注意 到 ， 
策略 选 代 方 法 能 迅速 收敛 到 最 优 策略 ， 这 也 是 该 新 方法 的 一 个 特点 . 
习题 23.3B . 
1. 在 习题 23.2A 的 第 1 题 中 , 假设 计划 期 无 限 长 . 用 策略 选 代 方法 求解 该 问题 ， 并 将 计算 结 
果 与 习题 23.3A 的 第 1 题 相 比较 . 
2. 在 习题 23.2A 的 第 2 题 中 , 假设 计划 期 无 限 长 , 用 策略 迭代 方法 求解 该 问题 ， 并 将 计算 结 
果 与 习题 23.3A 的 第 2 题 相 比较 . 
3. 在 习题 23.2A 的 第 3 题 中 , 假设 计划 期 无 限 长 , 用 策略 选 代 方法 求解 该 问题 ,并 将 计算 结 
果 与 习题 23.3A 的 第 3 题 相 比 较 . 
23.3.3 ” 带 有 折扣 的 策略 迭代 方法 


策略 迭代 算法 可 以 推广 到 带 有 折扣 的 情形 . 设 折扣 系数 为 a(< 1), 有 限 阶段 的 
递归 方程 可 写成 ( 见 23.2 节 ): 


fn(i) = max fu: + Sa 
j=1 


(注意 ” 表示 后 面 要 执行 的 阶段 数 ) 可 以 证 明 , 当 ?7 — oo 时 (无 限 阶段 模型 ), f (3) = 
f(), 这 里 f(i) 是 系统 处 于 状态 i 并 且 在 无 限 长 时 间 内 运作 的 期 望 现 值 (折扣 后 ) 
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的 收益 . 因此 , fali) 当 7 一 oo 时 的 长 期 行为 与 ”的 取 值 无 关 , 这 与 没有 折扣 情况 
下 的 fíG) = E f(i) 的 情况 完全 不 同 . 这 一 结果 是 我 们 意料 之 中 的 , 因为 在 折扣 
情况 下 , 未 来 收益 的 的 效果 将 会 渐 近 地 趋向 于 零 . 实际 情况 下 , 现 值 f (i) 34 m — oo 
应 趋向 于 某 一 常数 . 

基于 上 述 信息 , 策略 迭代 步骤 可 以 按 如 下 修改 . 

(1) 求 值 步骤 . 选择 任意 策略 s, 利用 相应 的 矩阵 Ps 和 R, 求解 带 有 m 个 未 
知 变量 f^(1), f*(2), …, f*(m) 的 m 个 方程 : 


f°(i) - aM p F*G) =v, i=1,2,..…,m 
j=l 
(2) KEREP TERE i 求 可 能 方案 k, 使 得 


max fu: trol ,1212,-..,m 
f*() 的 值 , 7 = 1,2,.… ,m 由 求 值 步 又 得 出 . 若 得 到 的 策略 t 与 。 相同 ， 则 停止 , 上 
是 最 优 的 ; 否则 , 赋值 s = t, 返回 到 求 值 步骤 . 
例 23.3-3 

我 们 用 折扣 系数 a = 0.6 来 求解 例 23.3-2. 

从 任 一 策略 开始 , 设 s = (1,1,1), 由 相应 的 矩阵 P 和 R( 例 23.3-1 中 为 P1 和 
R’) 得 到 方程 : 


f(1) -0.6[ 0.2/(1) + 0.5f(2) + 0.3/(3)] = 5.3 


f(2) -0.6[ 0.5f(2) +0.5f(3)] = 3 
f(3) —0.6[ f(3)] 2-1 
解 这 组 方程 得 到 
f=6.61, fa=3.21, f — —255 
策略 改进 迭代 计算 如 下 表 所 示 :; 
. vt + 0-6[p5 /(1) + p f (2) + p% f(3)] 最 优 oM 
k=1 k-2 Ji) x 
1 5.3 +0.6[0.2 x 6.61 +0.5x 3.21 47-4 0.6[0.3 x 6.61 + 0.6 x 0.21 690 2 
+0.3 x (—2.5)] = 6.61 4-0.1 x (—2.5)] = 6.90 
2 3--0.60x6.61--0.5x 321 3.1--0.6[0.1 x 6.61 -0.6 x 3.21 42 2 
40.5 x (2.5) = 3.21 40.3 x (-2.5)) = 4.2 
3 -1 +0.6[0 x 6.61 +0 x 321 0.4 + O.6[0.05 x 6.61 + 0.4 x 3.21 054 2 


+1 x (—2.5)] = —2.5 +0.55 x (—2.5)] = 0.54 
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求 值 步骤 用 P? 和 R2( 例 23.3-1) 得 到 下 列 方程 : 


f(1) -0.6[ 0.3/(1) +0.6f(2) +0.1f(3)] = 4.7 
f(2) -0.6[ 0.1/(1) +0.6f(2) +0.3f(3)] = 3.1 
f(3) —0.6[ 0.05/(1) +0.4f(2) +0.55f(3)] = 0.4 


解 这 组 方程 得 到 
f(1) = 8.89,f(2) = 6.62,f(3) = 3.37 
策略 改进 迭代 计算 得 到 下 表 : 
LLL LLL 
; vE + 0-[ph f(1) + ph /(2) + pf(3)] m xw 
k=1 k=2 fü k 
1 5.3 + 0.6[0.2 x 8.89 + 0.5 x 6.62 4.7 + 0.6[0.3 x 8.89 + 0.6 x 6.62 8.96 1 
+0.3 x 3.37] = 8.96 +0.1 x 3.37] = 8.89 
2 3 + 0.6[0 x 8.89 + 0.5 x 6.62 3.1 + 0.6[0.1 x 8.89 + 0.6 x 6.62 6.62 2 
+0.5 x 3.37] = 6.00 +0.3 x 3.37] = 6.62 
3 一 1 十 0.6[0 x 8.89 + 0 x 6.62 0.4 + 0.6[0.05 x 8.89 + 0.4 x 6.62 3.37 2 
十 1 X 3.37] = 1.02 +0.55 x 3.37] = 3.37 


由 于 这 个 新 的 策略 (1,2,2) 与 前 面 的 策略 不 同 , 用 P3,，R3( 例 23.3-1) 再 进入 
RAHE, 得 到 下 面 的 方程 : 


f(1) -0.6[ 0.2f(1) +0.5f(2) +0.3f(3)] = 5.3 
f(2) -0.6[ 0.1f(1) +0.6f(2) +0.3f(3)] = 3.1 
f(3) -0.6[ 0.05/(1) +0.4f(2) +0.55f(3)] = 0.4 


解 这 组 方程 得 到 
f(1) = 8.97, f(2) = 6.63, f(3)= 3.38 
策略 改进 迭代 计算 得 到 下 表 : 
i vt 十 0.6[pF f (1) 十 pf(2) t p5/(3)] 最 优 解 
k=1 k=2 f) k" 
1 5.3 + 0.6[0.2 x 8.97 + 0.5 x 6.63 4.7 + 0.6[0.3 x 8.97 + 0.6 x 6.63 8.98 1 
十 0.3 x 3.38] — 8.97 十 0.1 x 3.38] = 8.90 
2 3 + 0.6[0 x 8.97 -- 0.5 x 6.63 3.1 + 0.6[0.1 x 8.97 + 0.6 x 6.63 6.63 2 
+0.5 x 3.38] = 6.00 十 0.3 x 3.38] — 6.63 
3 —1 + 0.6[0 x 8.97 -- 0 x 6.63 0.4 + 0.6[0.05 x 8.97 + 0.4 x 6.63 3.37 2 
+1 x 3.38] = 1.03 十 0.55 x 3.38] 2 3.37 


由 于 新 的 策略 (1,2, 2) 和 前 一 个 策略 完全 一 样 , 因此 它 是 最 优 的 . 注意 到 折扣 
导致 了 不 同 的 最 优 策略 , 它 要 求 当 系统 状态 为 良好 时 不 施用 肥料 . 
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习题 23.3C 


1. 设 有 折扣 系数 a = 0.9, 再 次 求解 下 列 问题 . 
(a) 习题 23.3B 的 第 1 HI. — (b) 习题 23.3B 的 第 2 题 . 
(c) 习题 23.3B 的 第 3 题 . 


23.4 ”线性 规划 解 


无 限 状态 的 马尔 可 夫 决 策 问题 , 无 论 是 否 带 有 折扣 情况 , 都 可 以 建立 线性 规划 
模型 并 求解 . 首先 考虑 没有 折扣 的 情况 . 

23.3.1 节 说 明了 , 不 带 折扣 的 无 限 个 状态 的 马尔 可 夫 问 题 可 化 为 求 最 优 策 略 s*， 
对 应 于 求 


m 
wr [Xem um ni trat e + nh = 1l, 720, aen] 
j-1l 


集合 s 为 问题 的 所 有 可 能 的 策略 集合 . 该 问题 的 约束 保证 了 , rf, i = 1,2, m 
代表 马尔 可 夫 链 P* 的 平稳 状态 概率 . 

在 23.3.1 节 中 , 该 问题 是 用 穷 举 法 求解 的 . 具体 来 说 , 每 个 策略 s 都 由 固定 的 
一 组 行动 确定 (如 例 23.3-1 的 园艺 师 问题 ). 对 于 同样 的 这 个 问题 , 我 们 可 以 将 它 表 
示 为 一 个 线性 规划 问题 , 但 是 我 们 需要 对 问题 的 变量 作 一 些 修改 , 使 得 当 系 统 处 于 
状态 i 时 , 最 优 解 能 够 自动 地 确定 最 优 的 行动 k. 所 有 的 最 优 行动 就 能 够 确定 最 优 
策略 s*. 

令 

qt = 已 知 系统 处 于 状态 i 时 , 选择 行动 方案 k 的 条 件 概 率 

因此 该 问题 可 表示 为 


m K 
max E= $n (> aat) 
i= k=1 


"m 
st. m; = 》 Tipij, j21,2,.-,m 
i=1 
miT +: tnm=l 


ql ++ +E =1, i=1,2, e,m 
mi 20, qd > 0， 对 于 所 有 的 i,k 


注意 到 , p; 是 所 选 策略 的 函数 , 因此 也 是 策略 行动 方案 的 函数 . 
可 通过 对 qt 作 适 当 的 替换 , 可 以 将 这 个 问题 转化 成 一 个 线性 规划 . 请 注意 这 
一 线性 规划 与 23.3.1 节 中 原来 的 模型 是 等 价 的 , DU gt = 1 对 于 每 个 i 恰好 只 有 
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一 个 k 成立, 这 样 会 把 求 和 X qt 化 简 为 几 "， 其 中 k* 表示 所 选择 的 最 优 行动 方 
案 . 我 们 要 建立 的 线性 规划 自动 地 表达 了 这 个 条 件 . 
定义 
wi Tq 对 于 所 有 的 i 和 
按照 定义 , wa, 表示 状态 i 进行 决策 的 联合 概率 . 根据 概率 论 ， 


K 
= wr 
k=1 ] 
因此 ， 
(一 NEL 
5 Wik 
k=1 
因此 我 们 得 到 , 限制 条 件 x m; = 工 可 以 写成 
m K 
$3 wal 


此 外 , 约束 条 件 X qb — 1 按照 我 们 用 wa, 来 定义 gt 的 方式 自动 成 立 (请 证 明 !). 
因此 这 个 问题 可 得 成 


m K 


max E= 3 viva 


i=1 k=1 
K m K 


B9» piwa =0, j =1,2,- 


i=1 k=1 
pu 


Xu. 


i—1 k-1 
wij 20, i=1,2, ..,m; k-1,2,-..,K 


所 建立 的 模型 是 一 个 关于 wa. 变量 的 线性 规划 , 它 的 最 优 解 自动 保证 每 个 i 和 
每 个 都 可 得 到 一 个 qr. 首先 注意 到 , 这 个 线性 规划 模型 有 m 个 独立 的 约束 方程 
(有 一 个 与 n = rP 相关 的 方程 是 元 余 的 )， 因 此 该 问题 必 有 m 个 基本 变量 . 可 以 
证 明 , 对 每 个 d, 至 少 有 一 个 使 得 wr 严格 大 于 0 从 这 两 个 结果 中 我 们 可 以 得 
到 ， 


k Wik 


K 
2 wik 
k=1 
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只 能 取 一 个 二 进 制 值 (0 或 0)，( 事 实 上 前 面 的 结果 也 说 明了 , m= SS wa — wa, 
k-1 
这 里 k* 是 对 应 于 wa 0 的 行动 方案 ) 
例 23.4-1 
下 面 是 不 带 折扣 的 园艺 师 问题 的 线性 规划 模型 ， 


max E = 5.3w11 + 4.7w12 十 3w21 + 3.1123 一 w31 + 0.4132 
s.t. wi -w12 — (0.2u,, + 0.3w12 40.1222 - 0.05935) — 0 
21 + w22 — (0.5w1 + 0.6w12 + 0.5w21 + 0.6122 + 0.4w33)-0 
31 十 Was2 — (0.3w11 + 0.1u2 + 0.5172; 4- 0.31722 + w31 + 0.55133) — 0 
Wii t wiz 十 w21 + 123 + W31 + w32 = 1 
Wik 20, Vi, k 
最 优 解 为 ui; = w = wa = 0, wiz = 0.101 7, w22 = 0.525 4, ws; = 0.372 9. 
这 个 结果 意味 着 , gf = q = g -1 因此 , 这 个 最 优 解 对 于 i = 1,2,3 选择 方案 
k — 2. 卫 的 最 优 值 是 4.7(0.101 7) + 3.1(0.525 4) + 0.4(0.372 9) = 2.256. 有 意思 的 是 ， 
IER wy 的 值 恰好 等 于 与 例 23.3-1 的 穷 举 法 得 出 的 最 优 策 略 相应 的 e, 的 值 . 这 也 
就 说 明了 这 两 种 方法 之 间 的 直接 关系 . 
现在 考虑 带 有 折扣 的 马尔 可 夫 决 策 问题 . 在 23.3.2 节 中 , 这 个 问题 由 下 面 的 弟 
HZ UR: 


j-1 
这 些 方程 等 价 于 
f 2o »fG) +o, Vi, k 
j=1 
E f(i) 对 每 个 i 达到 其 最 小 值 . 现在 考虑 目标 函数 
min 》 bf(i) 
i=l 


其 中 b; 0, vi) 是 一 个 任意 常数 . 可 以 证 明 , 给 定 不 等 式 约束 下 求 这 一 函数 的 最 优 
解 将 得 到 f(i) 的 最 小 值 . 因此 , 该 问题 可 写成 


i-1 
st fO arb ou, Vi k 
j-1 


f GYSEBUR BS i 无 符号 限制 
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这 样 , 它 的 对 偶 问 题 就 是 


m K 
max J 1 vË Wik 


i=1 k=1 


K m K 
s.t. ws - o3 pw = bj, j^12,--,m 
k=1 i—1 k=1 
Wik 之 0, i= 1,2,- ,m; k-1,2, .,K 


fi 23.4-2 


考虑 给 定 折扣 系数 a = 0.6 的 园艺 师 问 题 . 若 令 = b = bs = 1, 对 偶 线性 规 
划 问 题 可 以 写成 


max 5.39u1i + 4.712 十 3ti2 十 3.lw22 — w31 + 0.4w32 
s.t. wj 十 wiz — 0.6[0.2w11 + 0.3u2 + 0.1u23 + 0.05w33] = 1 
12; + w22 一 0.6[0.5w11 十 0.6112 十 0.5w2, 十 0.6w22 + 0.435] = 1 
31 + w32 — 0.6[0.3w11 十 0.112 + 0.512; + 0.31022 + w31 + 0.55w32] = 1 
Wik 20, Vi, k 


最 优 解 为 wi = wai, w31 = 0, wi = 1.567 8, w22 = 3.352 8, waz = 2.814 5. 这 
个 解 表明 最 优 策 略为 (1,2, 2). 


习题 23.4A 


1. 将 下 列 问题 表示 成 线性 规划 . 
(a) 习题 23.3B 的 第 1 题 . (b) 习题 23.3B 的 第 2 题 . 
(c) 习题 23.3B 的 第 3 题 . 
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第 24 章 案例 分 析 


本 章 导 读 KENA 15 个 OR 应 用 案例 . 对 于 每 个 案例 , 我 们 首先 描述 它 的 应 


用 问题 , 然后 进行 详细 的 分 析 , 包括 数据 的 采集 , 数学 模型 的 建立 , 利用 AMPL Excel 
或 TORA 对 模型 进行 求解 ,最 后 对 得 到 的 结果 给 出 解释 、， 有 些 例子 中 , 可 能 出 
现 整数 线性 规划 计算 行为 的 不 可 预知 性 ， 如 计算 时 间 过 长 得 不 出 最 优 解 ， 或 需要 
对 原来 的 模型 进行 修正 , 以 克服 计算 上 的 困难 . 下 表 列 出 了 本 章 将 要 讨论 的 案例 . 
AMPL/Excel/Solver/TORA 程序 放 在 文件 夹 ch24Files 下 . 


* A 应 用 领域 分 析 工 具 xo df 
1 利用 最 优 机 动 加 油 量 航空 运输 LP, 启发 式 算法 Excel, AMPL 
制定 航空 燃油 使 用 计划 
2 心脏 瓣膜 的 最 优生 产 生产 计划 LP AMPL 
3 澳大利亚 旅游 委员 会 关于 旅游 产品 。 旅游 业 指派 模型 ， Excel, AMPL 
交易 会 的 会 面 安排 启发 式 算法 
4 节省 联邦 政府 的 旅费 支出 商务 旅行 最 短路 径 问题 TORA, Excel 
5 泰国 海军 征兵 最 优 行船 路 线 运输 问题 运输 模型 ， AMPL 
及 人 员 指 派 问题 路 线 安 排 ILP 
6 Mount Sinai 医院 手术 室 时 间 安 排 ” 医疗 卫生 ILP, GP AMPL 
7 PFG 建材 玻璃 公司 的 拖车 分 销 行业 自由 体 受 力图 , ILP AMPL 
有 效 荷载 优化 
8 木材 加 工 中 的 最 优 切割 问题 KATIE DP Excel 
9 计算 机 集成 制造 (CIM) 设施 的 布局 规划 AHP, GP Excel, AMPL 
布局 规划 问题 
10 旅店 订房 预定 上 限 问题 旅店 业 决策 树 Excel 
11 Casey 问题 : 新 化 验 的 医疗 化 验 贝 叶 斯 概率 ， Excel 
解释 与 评估 决策 树 
12 菜 德 杯 决赛 中 商 尔 夫 球 手 的 体育 对 策 论 Excel, TORA 
出 场 顺序 
13 戴尔 公司 供应 链 的 库存 决策 库存 控制 库存 模型 Excel 
14 某 制造 厂 内 部 运输 系统 的 分 析 原材料 管理 。 排队 论 , 模拟 Excel, TORA 
15 Qantas 航空 公司 电话 售票 航空 业 ILP, 排队 论 Excel, 
人 力 计划 AMPL, TORA 
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案例 1 利用 最 优 机 动 加 油 量 制 定 航空 公司 的 燃油 使 用 计划 ? 


工具 : 启发 式 算法 , LP 
应 用 领域 ， 航 空运 输 
问题 的 描述 

通常 , 一 个 商业 航班 路 线 会 形成 一 个 圈 , 从 航空 公司 的 运行 枢纽 机 场 出 发 , 经 停 
若干 城市 , 再 回 到 枢纽 站 . 例如 , 一 条 路 线 从 洛杉矶 (LAX) 出 发 , 经 过 坦 帕 (TPA), 
迈阿密 (MIA)、 劳 德 代 尔 (FLL)、 纽 约 (LGA), WB (MIA) 和 休斯顿 (IAH), 最 
后 再 回 到 洛杉矶 . 飞机 可 以 在 飞行 路 线 上 的 任何 一 个 机 场 加 油 , 但 由 于 在 各 经 停 站 
的 燃料 费用 不 同 , 通过 机 动 加 油 量 (tankering) 就 可 能 节约 大 量 的 燃料 成 本 . 机 动 加 
油 量 指 在 某 些 经 停机 场 充 分 利用 低 油 价 , 加 注 多 余 的 燃油 , 利用 这 些 剩余 的 燃油 飞 
行 后 续 的 航 段 . 而 机 动 加 油 量 的 缺点 是 , 由 于 增加 了 飞机 的 载重 量 , 使 得 汽油 的 燃 
烧 量 也 相应 增加 . 因此 , 机 动 加 油 量 只 有 在 节约 的 燃油 费 大 于 超额 燃烧 费用 的 前 提 
下 才 有 意义 . 这 个 问题 就 变 成 了 考虑 飞机 载重 量 限 制 的 前 提 下 , 求 飞行 路 线 上 的 最 
优 的 机 动 加 油 量 问题 . 


求解 机 动 加 油 量 问题 的 启发 式 方法 


24.1 表示 途经 n 个 城市 的 一 个 飞行 路 线 , 城市 1 表示 路 线 的 起 点 和 终点 . 
用 于 从 经 停 点 了 到 j +1 的 航 段 ; 上 的 机 动 加 油 量 可 以 在 1,2,… ,j -1 的 任何 点 
上 加 注 . 定义 
zi = 在 经 停 站 i < ; 加 注 用 于 飞行 航 段 ; 的 燃油 量 比 例 


根据 定义 , y ry < 1 zi 20 车 Y ny < 1 则 机 动 加 油 量 不 能 提供 航 段 ; 所 需 
1-1 i 二 1 
的 所 有 耗 油 量 , 差 量 1 - x zi; 必须 在 经 停 点 5 加 满 
B 


24.1 一 个 经 停 n 站 的 航班 路 线 


启发 式 方 法 的 基本 思路 是 , 把 在 经 停 点 i = 1,2,… ,7 - 1 为 航 段 7 加 注 的 机 
动 加 油 量 的 加 权 油 价 与 在 经 停 点 7 为 航 段 7 购买 燃油 的 基准 价格 进行 比较 . 之 所 


(D 资料 来 源 : Nash, B. “A Simplified Alternative to Current Airline Fuel Allocation Models," 
Interfaces, Vol.11, No.1, pp.1-8, 1981. 
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以 要 使 用 机 动 加 油 量 的 加 权 价 格 , 是 因为 在 一 个 经 停 点 为 后 续航 段 加 注 燃 油 会 由 于 
载重 量 增加 而 导致 多 余 的 燃烧 量 (多 余 燃 烧 惩 罚 ). 令 
q = 油箱 所 带 多 余 燃 料 每 加 仑 每 小 时 额外 燃烧 所 占 的 比例 数 
= 从 机 动 加 油 的 航 站 i 到 航 段 7 的 出 发 航 站 (i < j) 的 时 间 小 时 数 
5; = 经 停 站 7 每 加 仑 燃油 的 基准 价格 
加 权 价格 pz 可 用 下 列 公式 计算 : 


2 Îi 21 


令 


pej min{p;;} 


启发 式 算法 规则 建议 , 3$ 
Pirj < Pj, U«j 
则 在 航 站 i* 为 航 段 7 添加 机 动 加 油 量 . 
为 了 说 明 如 何 运 用 这 一 启发 式 算法 , 图 24.2 给 出 了 一 条 航班 路 线 , 从 丹佛 (DEN) 
出 发 , 途经 堪萨斯 城 (MCI). 圣路易斯 (STL) 和 托 皮 卡 (FOE), 最 后 再 回 到 丹佛 . 相 
应 的 弧 上 给 出 了 飞行 小 时 数 , 节点 上 标 出 了 每 加 仓 汽 油 的 基准 价格 . 


$192 155 小 时 $1.96 0.83 小 时 $3.00 


EoD 


0.68 小 时 $1.84 


图 24.2 路径 DEN-MCI-STL-FOE-DEN 上 的 汽油 价格 及 飞行 时 间 
图 24.3 给 出 了 本 案例 航线 的 机 动 加 油 机 会 . 相应 的 数字 编码 1, 2, 3, 4 分 别 代 


(MCI, STL) 
FA E 
3 


(STL, FOE) 
MCI 


(FOE, DEN) 


图 24.3 图 24.2 中 航班 路 线 的 要 素 的 表示 
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表 DEN, MCI, STL, FOE. 航 段 (DEN, MCI), (MCI, STL), (STL, FOE), (FOE, DEN) 
也 用 相应 的 代码 1, 2, 3, 4 表示 . 这 个 图 说 明 , 经 停 站 (DEN) 可 为 航 段 2， 3, 4 进 
行 机 动 加 油 , 经 停 站 2(MCI) 可 为 航 段 3 和 4 加 油 , 而 经 停 站 3(STL) 只 能 为 航 段 
4 加 油 . 因为 DEN 是 航班 路 线圈 的 起 点 和 终点 , 因此 航 段 1(DEN, MCI) 不 存在 机 
动 加 油 问题 . 相应 的 弧 上 定义 了 对 应 的 机 动 加 油 比 zi 

可 以 方便 地 用 电子 表格 程序 (文件 excelCasel.xls) 来 执行 启发 式 算法 的 计算 . 
24.4 把 这 个 电子 表格 分 成 两 部 分 : 输入 部 分 (37.9 行 ) 和 输出 部 分 (12~27 行 ). 
输入 数据 包括 q= 0.05) 值 、 每 个 经 停 站 每 加 仑 燃油 的 基准 价格 , 以 及 航 段 飞行 小 
时 数 . 输出 部 分 首先 计算 由 一 个 经 停 站 到 一 个 航 段 出 发 航 站 的 机 动 加 油 的 飞行 时 
间 . 例如 , 在 DEN( 经 停 站 1) 加 注 的 燃油 要 飞行 1.55 小 时 到 达 MCI, 航 段 2 的 开 
始 航 站 MCI, 要 飞行 2.23(= 1.55 + 0.68) 小 时 到 达 第 3 个 航 段 的 出 发 航 站 STL, 并 
且 要 花 3.06(= 1.55 + 0.68 + 0.83) 小 时 到 达 第 4 个 航 段 的 出 发 航 站 FOE. 分 段 小 时 
数 则 用 来 计算 加 权 价 格 (19~24 行 ). 例如 , 从 DEN( 经 停 站 1) 为 航 段 2(MCI, STL) 
加 油 的 加 权 价 格 计算 为 


D 1.92 
pi2— B 


— 2.079 


(=q) ^ (1— 0.05155 


Min weighted price 2.078801] 2.02957 1.920027 
E [Tankeringfyes/no)řno — "n — e Í 
| 27 | Tankering stopover: .STL 
244 ”机 动 加 油 量 启发 式 算法 的 电子 表格 计算 程序 (文件 excelCasel.xls) 


这 些 加 权 价 格 建议 , 只 在 经 停 站 3(STL) 为 航 段 4(FOE, DEN) 进行 机 动 加 油 ， 
因为 它 提供 的 加 权 价 格 $1.92 小 于 在 FOE 的 $3.00 的 基准 价格 . 
所 提出 的 启发 式 算法 作 了 两 条 基本 假设 : 
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(1) 任何 航 站 的 燃料 供应 量 没有 限制 . 

(2) 飞机 的 承载 能 力 能 够 接受 加 注 的 燃油 量 . 

在 这 些 条 件 下 , 启发 式 解 总 是 最 优 的 . 在 其 他 情况 下 , 就 必须 修改 启发 式 规则 ， 
按 下 列 方法 得 到 一 个 可 行 解 : 

(1) 对 候选 的 机 动 加 油 城市 按照 加 权 价 格 的 升序 进行 排队 ，( 一 个 机 动 加 油 经 
停 站 的 加 权 价 格 必须 小 于 目标 航 段 出 发 航 站 的 基准 价格 ) 

(2) 在 加 权 价格 最 低 的 经 停 站 分 配 尽 可 能 多 的 燃油 (在 经 停 站 供应 量 和 飞机 承 
载重 量 的 约束 下 ). 

(3) 对 排 在 下 一 个 的 经 停 站 重复 第 2 步 , 直到 满足 一 个 航 段 的 需求 , 或 者 直到 
在 不 违背 经 停 站 供应 量 和 载重 量 限制 的 条 件 下 不 能 进行 机 动 加 油 为 止 . 

(4) 若菜 个 航 段 仍 不 满足 燃料 需求 , 则 在 该 航 段 的 出 发 航 站 按照 基准 价格 购买 
不 足 的 燃油 . 

为 了 说 明 如 何 应 用 这 一 带 有 容量 限制 的 启发 式 算法 , 考虑 表 24.1 中 的 一 组 数 
据 , 已 知 航 段 j 的 燃料 需要 量 、 经 停 站 7 的 机 动 加 油 容 量 4;, 以 及 经 停 站 j 的 燃 
油 供应 上 限 B. 


R 24.1 案例 1 数据 的 例子 


航 段 航 段 7 所 需 经 停 站 j 机 动 经 停 站 j 经 停 站 7 每 加 
je) Bimet f 装 油 容量 A; 供 油 上 限 B; 仑 基准 价格 -万 
1 (DEN,MCI) 1 200 860 1 500 $1.92 
2 (MCLSTL) 645 960 900 1.96 
3 (STL,FOE) 880 900 1 400 1.84 
4 (FOE,DEN) 920 900 1 500 3.00 


若 不 考虑 经 停 点 j 的 机 动 装 油 容 量 A; 以 及 油料 供应 限制 B;, 图 24.4 的 解 
要 求 在 STL 为 航 段 4 加 油 -88rss = 961 加 仑 . 这 一 图 飞行 的 总 燃油 费用 为 
1 200 x $1.92 + 645 x $1.96 + (880 + 961) x $1.84 = $6 955.64. 另 一 方面 , 如 果 考 
虑 这 些 限 制 的 话 , 所 给 出 的 解 就 不 可 行 了 , 因为 在 STL 加 油 880 + 961 = 1 841 加 
仑 既 超过 了 机 动 装 油 容量 (As = 900 WME), 也 超出 了 供 油 限 制 (Bs = 1 400 WE). 
这 意味 着 在 STL 最 多 可 加 油 的 量 为 900 - 880 = 20 加 仓 , 相当 于 为 航 段 4 净 加 
油 量 20(1 一 0.05)0.83 ~ 19 WÈ, 造成 该 航 段 缺 油 920 — 19 = 901 WÈ. 这 个 量 必 
须 在 FOE 航 站 购买 , 因为 飞机 在 STL 已 经 达到 了 机 动 装 油 容量 上 限 (= 900 加 
C) 从 而 不 可 能 在 DEN 和 /或 MCI 进行 机 动 加 油 . 因此 该 航线 的 燃油 费用 等 于 
1 200 x $1.92 + 645 x $1.96 + (20 + 880) x $1.84 + 901 x $3.00 = $7 927.20, 总 费用 
比 没有 限制 的 解 增加 了 7 927.20 — 6 955.64 = $971.56(2« 14%). 


用 线性 规划 求 最 优 解 
线性 规划 模型 在 下 面 两 类 约束 下 求 燃 料 总 支出 的 最 小 值 : (1) 飞机 最 大 加 油 量 ; 
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(2) 经 停航 站 的 供 油 上 限 . 决策 变量 x;; 表示 在 经 停 站 i 为 航 段 7 所 加 的 燃料 油 的 
Eo 3 
= 航 段 7 所 需 燃 料 的 净 加 仑 数 
A 在 经 停 站 i 为 航 段 j(i < 7) 所 加 注 燃料 (包括 额外 燃烧 量 ) 的 总 加 仑 数 
E FS 根据 f; 计算 为 


Fj = an: i<j 


(1 一 Y 
按照 前 面 的 定义 , q 是 每 小 时 每 加 仑 额外 燃烧 量 的 比例 , t 为 从 加 油 经 停 站 i 到 航 
Bt j 出 发 航 站 的 小 时 数 . 

在 经 停 站 k 飞机 上 所 加 注 的 燃油 量 计算 为 


T = Y, Fk 的 Qk-12,.-,n-1 
j=k+1 ik 
这 个 公式 表达 了 在 经 停 站 k 及 其 以 前 为 所 有 飞 过 经 停 站 k 的 后 续航 段 kl ka 2, 
…,n 一 1 所 加 的 油 量 (参见 图 24.3). 
接 下 来 , 在 经 停 站 上 购买 的 燃油 量 计 算 为 


Qx = fk ( 一 Y») 十 》 Frjrzk, k=1,2, > ,n 

ick jk 
在 经 停 站 上 购买 的 油 量 包括 两 部 分 : (1) 航 段 还 需要 添加 的 额外 燃油 量 , (2) 用 
于 后 续航 段 上 + 1 二 2 … ,n 所 加 的 燃油 量 . 注意 到 在 经 停 站 kc ULATAB k 


的 油 量 只 有 n (1- v» E) m, 而 不 是 大 加 仓 , 因为 有 fe cu. 的 量 在 前 面 


的 经 停 站 i ck 已 经 加 注 过 了 . 
利用 前 面 定 义 的 A; 和 B, 来 表示 经 停 站 i 的 机 动 装 油 容量 和 供 油 上 限 , 这 一 
线性 规划 模型 表达 如 下 : 


n 
min z = > AQ. 
i=1 


st AA, i—12,-,n-1 
Qi € Bi, 1-71,2,-..,n 


Ys < l, j = 2,3,- jn 
- 20, i<j 
这 一 模型 可 通过 上 面 给 出 的 用 zij 表示 的 公式 代入 T, 和 Q: 来 求解 . 注意 到 
第 三 组 约束 采用 了 不 等 式 约 束 (<), 而 没有 用 严格 等 式 约束 (=), 它 表 示 可 以 不 为 
航 段 7 ini. 
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R 24.1 中 启发 式 例子 的 数据 可 用 于 说 明 如 何 用 线性 规划 模型 求解 该 问题 . 第 
一 步 用 fiM ty 计算 Fu, 如 表 24.2 所 示 . 为 了 方便 , 所 有 的 值 都 被 增 大 到 下 一 个 
邻近 的 整数 值 . 为 了 说 明 计算 过 程 , 我 们 有 


__ _ 
~ (1—~q)t2  (1—0.05)155 


4. 
645 = 698.37 ~ 699 加 仓 


X242 M fj M tij 计算 Fij 


. Fij 
' j-2 j=3 =4 
1 699 987 1077 
2 912 995 
3 961 
因此 我 们 得 到 
T1=699712 + 987713 + 1 077714 
了 2 一 912(z13 十 T23) + 995(zi14 T 124) 
T3 — 961(zi14 + T24 + 234) 
Qı —1 200 + 69922 + 98723 十 1 077214 
Q2 — 645(1 — z12) + 912253 + 995724 
Q3 =880(1 — 213 一 T23) 十 9617z34 
Q4 —920(1 — zi4 — T24 — 734) 
因此 整个 线性 规划 为 


min z = 1.92Q; + 1.96Q; + 1.84Q3 + 3.00Q4 
s.t. Qı < 1500, Qz < 900, Qs < 1 400, Q4 < 1 500 


699212 + 987213 + 1 077244 < 860 
912213 + 9122535 + 995214 十 9957z24 < 960 
961244 + 961224 + 961234 < 900 

Qi — 699212 — 987213 — 1 077234 = 1 200 
Qo + 645742 — 912233 — 995724 = 645 

Qs + 880713 + 880223 — 9612734 = 880 

Q4 + 920214 + 920224 + 920734 = 920 


Z12 <1 
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T13 + £23 & l0 
T14 + T24 + 734 S 1 


Tij 2 0, i= 1,2,3; j = 2,3,4 
AMPL 模型 


文件 amplCasel.txt 给 出 了 求解 机 动 加 油 量 问题 线性 规划 的 AMPL 模型 、 输 
入 内 容 包 括 该 问题 的 原始 数据 (按照 数学 模型 的 定义 , 即 n, q, js, fi, Ai, Bj). 图 24.5 
给 出 了 表 241 数据 的 输出 结果 . 为 航 段 A(STL-FOE) 所 加 的 油 量 分 别 在 经 停 站 1， 
2, 3 (DEN, MCI, STL) 购买 , 加 油 量 分 别 为 150(= 1 350 — 1 200), 255(— 900 一 
645), 520(= 1 400 — 880) WME. 去 掉 额 外 燃烧 的 燃料 , 加 油 购买 量 减少 到 150(1 — 
0.05)01.55+0.68+0.83) 十 255(1 一 0.05)(0.68+0.83) + 520(1 — 0.05)083 a; 862 加 仓 . 这 个 
量 加 上 在 城市 4(FOE) 所 购买 的 58 加 仓 , 得 到 862 + 58 = 920 加 仓 , 这 就 是 航 段 
4 所 需要 的 燃油 量 ， 如 我 们 所 期 望 的 , 最 优 的 LP 费用 比 启发 式 算法 得 到 的 要 少 
$7 927.20 — $7 104.44 — $822.76. 


Total cost = 7104.44 


City Supply limit Purchased amount Min requirement Cost 
1 1500 1350 1200 2691.90 
2 900 900 645 1764.00 
3 1400 1400 880 2576.00 
4 


1500 58 920 172.54 


City Tankered amt Tankering capacity 


24.5 AMPL 模型 的 输出 


看 起 来 奇怪 的 是 , 图 24.5 的 解 要 求 在 经 停 站 4(FOE) 按照 每 加 仑 $3.00 的 价格 
购买 58 加 仑 燃油 , 而 不 是 简单 地 在 经 停 站 (DEN) 以 $1.92 的 价格 多 买 , 而 且 那 里 
还 多 加 了 150 加 仑 的 燃油 . 不 在 经 停 站 (DEN) 购买 更 多 燃油 的 原因 是 , 所 给 出 的 
最 优 解 要 在 经 停 站 3(STL) 利用 整个 的 加 油 容量 (=900 加 仓 ). 事实 上 , 假如 在 STL 
的 加 油 容量 还 能 增 大 的 话 , 例如 增 大 到 1 000 加 仓 , 则 在 FOE 根本 就 不 用 购买 . 


思考 题 


1. 在 图 24.5 中 , 验证 Tankered amt 项 下 的 值 . 
2. 给 定 DEN, MCI, STL, FOE 的 基准 价格 分 别 为 $2.40, $2.70, $2.80, $3.00, 用 启 
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发 式 算法 求 机 动 加 油 策略 . 

3. 在 第 1 题 中 , 若 飞机 的 装 油 容量 为 1 000 Ine, 并 且 每 个 经 停 站 最 多 能 提供 600 
加 仓 , 求 机 动 加 油 策略 , 先 用 启发 式 算法 , 再 用 线性 规划 求解. 

4. 说 明 若 在 经 停 站 3(STL) 的 装 油 容 量 从 900 加 仑 提高 到 1 000 me, 则 不 用 在 
经 停 站 4(FOE) 购买 燃油 , 并 且 在 经 停 站 2(MCI) 的 购买 量 可 增加 以 满足 航 段 
4 的 燃料 需求 . 
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工具 : LP 
应 用 领域 : 生物 假 体 (生产 计划 ) 
问题 的 描述 

生物 心脏 瓣膜 是 用 猪 的 心脏 生产 的 生物 假 体 , 用 于 人 类 心脏 欠 膜 移植 . 人 类 需 
要 修复 的 瓣膜 有 着 不 同 的 大 小 规格 . 从 供应 方面 来 看 , 猪 的 心脏 不 可 能 按照 指定 的 
大 小 规格 来 “生产 ”. 此外, 所 制造 的 瓣膜 的 确切 规格 必须 要 在 猪 心脏 经 过 加 工 以 
后 才能 确定 . 这 样 , 某 些 需要 的 规格 可 能 过 多 , 也 可 能 出 现 短缺 . 

原材料 猪 心脏 由 若干 家 供应 商 提供 , 规格 有 6 到 8 种 , 通常 根据 动物 饲养 的 方 
式 按照 不 同比 例 提供 . 每 次 供 货 的 规格 分 布 用 直方 图 来 表示 . 养 猪 专家 与 供应 厂商 
合作 , 尽量 保证 分 布 的 稳定 性 . 按照 这 种 方法 , 生产 商 对 每 次 供 货 的 每 种 规格 的 次 
膜 数量 能 够 有 一 个 合理 可 靠 的 估计 . 因此 , 如 何 选择 多 家 供应 商 、 合理 选 择 供 货 的 
规格 , 对 于 降低 供应 与 需求 之 间 的 匹配 不 当 是 至 关 重 要 的 . 


LP 模型 


令 
m= 瓣膜 规格 的 数量 


n = 供应 商 的 数量 
pj = 由 供应 商 j 提供 的 规格 i 的 原料 瓣膜 的 比例 数 ,0 < pij < 1, 


i=1,2, m, j= 1,2, jn, Y» =1, j= 1,2,---,n 
i=l 
ci 二 规格 i 的 原料 心脏 的 购买 和 加 工 费 用 ,i = 1,2,:… m 
c; = 二 来 自 供应 商 了 的 心脏 瓣膜 的 平均 费用 一 »»C 一 1,2, jn 
i=1 


(D 资料 来 源 : S. S. Hilal and W. Erikson, "Matching Supplies to Save Lives: Linear Programming 
the Production of Heart Valves," Interfaces, Vol.11, No.6, pp.48-55, 1981. 
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D;== 对 规格 i 瓣膜 的 平均 月 需求 量 
H; = 供应 商 ; 可 提供 的 最 大 月 供应 量 ,7 = 1,2,.… ,n 
L; - NT 7 每 月 答应 提供 的 最 小 供应 量 ,7 = 1,2,…. ,mn 


问题 的 变量 可 定义 为 
zj = 由 供应 商 j 提供 的 月 供应 量 (心脏 原料 的 数量 ),7 = 1,2, ,n 


这 个 线性 规划 求 每 个 供应 商 提供 的 产品 量 , 在 需求 与 供应 约束 条 件 下 使 得 购买 和 加 
工 总 费用 达到 最 小 . 


n 

s.t. pus; > Di 1 二 1 2 m 
je 
L; < z; < H;, J =1,2, -n 


要 得 出 完全 正确 的 方案 , 变量 z; 必须 限制 为 整数 值 . 但 是 , 参数 p,; 和 D; 仅 
仅 是 估计 值 , 因此 , 在 这 种 情况 下 把 连续 解 合 入 到 最 相近 的 整数 值 可 能 是 一 个 不 错 
的 近似 . 特别 是 对 于 规模 较 大 的 问题 , 我 们 更 需要 这 样 做 , 因为 整数 限制 条 件 可 能 
导致 计算 上 的 困难 . 


AMPL 计算 


虽然 用 AMPL 计算 LP 是 相当 简单 的 , 但 输入 数据 会 有 些 烦琐 .为 模型 提供 
数据 的 一 种 方便 的 做 法 是 通过 电子 表格 . 文件 excelCase2.xls 为 模型 给 出 了 所 有 的 
表格 , AMPL 程序 文件 amplCase2.txt 说 明了 如 何 从 Excel 表格 输入 涉及 8 种 瓣膜 
规格 和 12 个 供应 商 的 数据 . ? 


结果 分 析 


用 excelCase2.xls 中 的 数据 计算 AMPL 模型 的 输出 结果 如 图 24.6 MR. 从 严 
格 意义 上 , 这 个 解 的 结果 并 不 能 用 来 安排 实际 生产 ， 因 为 对 心脏 瓣膜 i 的 需求 D, 
是 基于 期 望 值 的 计算 . 因此 解 x;, ; = 1,2,… n 将 导致 有 些 月 份 剩余 , 而 有 些 月 份 
短缺 . 


(D 从 文件 amplCase2.txt 所 用 到 的 电子 表格 程序 excelCase2.xls 中 读 入 和 矩阵 形式 的 数据 有 -一 个 要 
K, ODBC 处 理 程序 要 求 Excel 读 入 表 中 的 列 标题 必须 是 字符 申 , 即 纯粹 数字 标题 是 不 可 接受 的 . 
为 了 解决 这 个 限制 , 要 利用 Excel TEXT 函数 把 所 有 的 列 标题 转换 成 字符 串 . 这 样 , 第 一 列 标题 就 
可 以 用 公式 =TEXT(COLUMN(A1), “0”) BR, 将 这 个 公式 复制 到 后 面 的 列 上 将 会 自动 把 数字 
代码 转换 为 所 要 的 字符 串 . 
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Cost = $ 42210.82 
solution: 

j L[3] x[j] H[j] reduced cost Av. unit price 
0 0.0 500 2.39 14.22 

0.0 0.12 15.88 

0.0 5.22 15.12 
116.4 0.00 14.70 
300.0 -0.49 16.68 
500.0 -2.13 14.89 
250.5 0.00 18.12 
400.0 -6.22 16.61 
300.0 -4.20 17.19 
357.4 -0.00 14.47 
112.9 0.00 15.62 
293.1 0.00 16.31 


o 0o - O0 bh U Nbe 


- 
o 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
9 
0 


D[i] Surplus [i] Dual value 
0.0 29.28 
28.9 0.00 
0.0 19.18 
88.1 0.00 
0.0 24.33 
0.0 8.55 
0.0 62.41 
28.2 0.00 


24.6 ”瓣膜 生产 模型 的 输出 


那么 这 个 模型 有 多 大 用 处 呢 ? 实际 上 , 这 些 结果 可 以 用 来 作 计划 . 具体 来 说 , 所 
得 到 的 解 建议 把 供应 商 分 成 3 类 : 

(1) 厂商 1, 2, 3 必须 从 供应 商 名 单 中 删除 , 因为 z1 = za = r3 = 0. 

(2) 供应 商 5, 6, 8, 9 对 于 满足 需求 是 关键 的 , 因为 解 要 求 这 些 供应 商 提 供 他 们 
所 能 生产 的 所 有 心脏 . 

(3) 其 他 的 供应 商 (4, 7, 10, 11, 12) 从 满足 需求 的 角度 来 看 , 他 们 的 重要 性 “一 
般 ”, 因为 他 们 的 最 大 生产 能 力 没 有 得 到 充分 的 利用 . 

所 给 出 的 建议 方案 进一步 由 图 24.6 中 简约 党 用 值得 到 支持 . 供应 商 9 可 以 把 
它 的 平均 单价 再 提高 $4.00, 但 仍 可 能 在 最 优 解 中 , 而 供应 商 3 即使 把 平均 单价 降 
低 $5.00 还 是 缺乏 吸引 力 . 这 个 结果 是 对 的 , 虽然 实际 上 排除 掉 的 供应 商 3 的 平均 
单价 是 最 低 的 (= $15.12), 而 且 “ 明 星 ” 供 应 商 9 的 平均 价格 是 最 高 的 (= $17.19). 
得 出 这 一 明显 不 符合 直觉 的 结论 的 原因 是 , 该 模型 主要 是 需求 驱动 的 , 即 供应 商 5, 


Jn 
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6, 8, 9 比 其 他 供应 商 提供 了 相对 多 的 所 需要 的 规格 . 反 过 来 对 于 供应 商 1,2,3 也 是 
对 的 . 这 就 意味 着 , 需求 水 平 的 变化 可 能 导致 选择 不 同 的 供应 商 组 合 , 其 原因 是 , 在 
相对 稳定 的 需求 量 估计 下 , 生产 厂商 与 “明星 ”供应 商 们 密切 合作 , 给 他 们 提供 营 
养 和 饲养 条 件 的 建议 , 保证 他 们 的 辩 膜 规格 分 布 保持 合理 的 稳定 状态 . 

WRH 7 在 所 有 的 规格 中 似乎 是 最 关键 的 ， 因为 它 有 最 高 的 对 偶 价格 (= 
$62.41), 是 其 他 规格 瓣膜 对 偶 价 格 的 两 倍 多 . 这 说 明 应 该 密切 监督 规格 7 瓣膜 的 库 
存量 , 保持 它 的 剩余 库存 尽量 处 于 最 低 的 水 平 . 另 一 方面 , 规格 2, 4, 8 的 瓣膜 显现 
出 过 剩 , 必须 努力 减少 它们 的 库存 量 . 


对 模型 计算 结果 的 评述 


这 个 模型 的 结果 给 出 了 一 般 性 的 计划 指导 , 而 不 是 确定 的 生产 安排 方案 , 在 这 
种 意义 下 , 所 提出 的 LP 模型 有 些 “ 初 级 ”. 但 是 如 原文 所 述 , 从 提出 的 计划 中 节省 
的 经 费 是 不 少 的 . 通过 从 所 有 供应 商 中 去 掉 一 部 分 厂商 , 以 及 找 出 “明星 ”供应 商 ， 
我 们 减少 了 库存 , 节约 了 大 量 的 经 费 . 这 个 计划 同样 还 能 降低 以 前 不 用 模型 结果 时 
经 常 发 生 的 缺 货 情况 . 并 且 , 通过 找 出 最 优惠 的 供应 厂家 , 有 可 能 让 生产 厂 的 养 猪 
专家 来 培训 供应 厂家 屠宰 场 的 工人 , 以 提供 加 工 质量 高 的 心脏 产品 . 这 又 会 使 得 生 
产 过 程 效率 更 高 . 


思考 题 


1. 若 8 个 规格 的 瓣膜 需求 量 分 别 300, 200, 350, 450, 500, 200, 250, 180, 求 出 新 的 
解 , 并 与 案例 分 析 给 出 的 解 进 行 比较 . 

2. 假设 供应 商 3 已 经 签订 了 下 一 年 供 货 400 只 心脏 的 协议 , 并 且 通 过 特殊 饲养 
能 改变 所 提供 心脏 规格 的 比例 , 那么 供应 商 3 应 该 提供 的 各 规格 产品 理想 的 
比例 是 多 少 ? 


案例 3 ”澳大利亚 旅游 委员 会 关于 旅游 产品 交易 会 的 
会 面 安排 问题 ? 


工具 : 指派 模型 , 启发 式 算法 
应 用 领域 : 旅游 业 
问题 的 描述 

澳大利亚 旅游 委员 会 (Australian Tourist Commission, ATO) 在 全 球 各 地 组 织 
旅游 产品 交易 会 , 为 澳大利亚 的 旅游 销售 商 提 供 一 种 与 国际 购买 商 交 流 的 平台 , 推 
销 包 括 旅店 、 旅游 线路 、 交通 等 旅游 产品 . 交易 会 期 间 , 销售 商 设 立 展台 , 按照 事先 


QD 资料 来 源 : A. T. Ernst, R. G. J. Mills, and P. Welgama, "Scheduling Appointments at Trade 
Events for the Australian Tourist Commission," Interfaces, Vol.33, No.3, pp.12-23, 2003. 
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安排 好 的 会 面 计划 接待 购买 商 . 因为 每 次 交易 会 的 时 间 段 有 限 , 而 且 卖 方 和 买方 公 
司 的 数量 非常 大 (1997 年 在 墨尔本 举办 的 交易 会 上 , 吸引 了 620 个 销售 方 和 700 个 
购买 方 ), 因此 ATC 希望 在 交易 会 之 前 精心 安排 好 卖方 -买方 之 间 的 会 面 , 使 得 最 
大 程度 地 符合 双方 的 兴趣 . 基本 忆 路 是 让 双方 的 兴趣 能 够 匹配 , 使 得 展会 期 间 有 限 
的 时 间 段 得 到 最 有 效 的 利用 . 


分 析 


这 个 问题 可 以 看 成 是 一 个 三 维 的 指派 模型 , 表示 买方 . 卖方 和 事先 确定 的 时 间 
Bt. 对 于 有 m 个 买方 、n 个 卖方 、 了 个 时 间 段 的 交易 展会 , 定义 


若 买 方 i 在 时 间 段 t 与 卖方 了 见面 
Tijt = 


0， 否则 
ci; 二 某 个 数 , 代表 买方 i 与 卖方 j 双方 的 偏好 或 愿望 
相应 的 指派 模型 可 以 表示 为 
m n T 
max z=) Cij (Ez) 
i=1 j=1 t=1 
s.t. Y ss <1, j212,--,n, t-21,2,-..,T 
i=l 
Y ns <1, $—21,2,—..,m, t— ,2,--.,T 
j=1 
p 
Y ti <l, i=1,2,: m, j=1,2, -n 


t=1 


Tijt E {0, 1} 对 于 任意 的 i, j, t 


这 个 模型 表达 了 一 个 指派 模型 的 基本 限制 条 件 : 每 个 买方 或 卖方 每 次 会 面 最 多 能 
见 一 个 人 , 每 次 特定 的 买卖 双方 会 面 最 多 发 生 一 次 . 在 目标 函数 中 , 系数 coj 表示 
买卖 双方 会 面 的 愿望 , 不 依赖 于 每 次 会 面 , 因为 我 们 假定 买方 和 卖方 对 于 会 面 时 间 
并 不 关心 . 

那么 如 何 来 确定 系数 ci; 呢 ? 在 买方 和 卖方 到 展会 注册 时 , 每 家 卖方 要 向 ATC 
提供 一 份 最 希望 会 面 的 买方 的 名 单 , 而 买方 也 要 提供 一 份 类 似 的 卖方 的 名 单 . 名 单 
对 最 希望 会 面 的 对 方 打 1 分 , 这 个 值 越 大 意味 着 见面 的 愿望 越 小 ， 这 些 名 单 不 需 
要 对 所 有 的 公司 全 部 都 打分 , 因为 买卖 双方 可 以 自由 表达 与 某 些 公司 会 面 的 兴趣 ， 
而 不 是 所 有 注册 的 公司 . 例如 , 在 一 份 列 有 100 个 卖方 的 名 单 中 , 一 个 买方 可 能 只 
希望 会 见 10 个 卖方 , 在 这 种 情况 下 , 对 这 些 选 择 的 卖方 所 表示 的 会 见 愿望 就 会 是 
1,2,…… ,10. 
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从 买卖 双方 名 单 生成 的 原始 数据 就 可 以 代数 表达 为 


b; = 买方 i 对 会 见 卖方 j 所 给 出 的 愿望 分 

si 二 卖方 7 对 会 见 买方 ;所 给 出 的 愿望 分 

B= 所 有 买方 给 出 的 愿望 的 最 大 数 

S= 所 有 卖方 给 出 的 愿望 的 最 大 数 

a 买方 愿望 的 相对 权重 (用 来 计算 愿望 分 值 cj)，0 < a < 1 
1 - a 二 卖方 愿望 的 相对 权重 


根据 这 些 定义 , 目标 系数 可 以 计算 为 


reo (A58) «a7 o) (5#) 如 果 5; #0 并 且 s; #0 


1+a( 58). 如 果 bi Z 0 并 且 si =0 
Cij — B 
1+0- (338). 如 果 bi; =0 HH s; 40 
0, 如 果 bij = Sji =0 


这 些 公式 背 后 的 逻辑 是 , by 的 值 越 小 意味 着 (B — by) 的 值 就 越 大 , 因此 给 买方 i 
和 卖方 j 之 间 的 会 面 要 求 所 赋 的 分 值 就 越 高 ， 对 卖方 j 要 求 与 买方 i 会 见 给 出 的 
分 值 S — s;; 也 有 类 似 的 解释 . 将 这 两 个 分 数值 分 别 用 BRL S 相 除 归 一 化 成 0 到 1 
之 间 的 值 , 然后 用 a 和 1 - a 加 权 , 反映 买方 和 卖方 愿望 的 相对 重要 性 , 0 < a < 1. 
这 样 , a 的 值 小 于 0.5 偏向 于 卖方 的 愿望 . 注意 到 , by = 0 和 s = 0 表示 买方 i 和 
卖方 j 之 间 不 要 求 会 面 . cy 的 前 3 个 公式 中 出 现 的 量 1 让 它 与 不 要 求 会 面 的 情况 
(BI by = sj = 0) 相 比 有 相对 更 大 的 愿望 . 原始 分 数 的 归 一 化 保证 了 0 < cy < 2. 


输入 数据 的 可 靠 性 


现在 , 一 个 关键 的 问题 就 是 由 买方 和 卖方 给 出 的 偏好 数据 的 可 靠 性 . 我 们 设计 
了 一 个 采集 偏好 数据 的 工具 , 保证 满足 下 面 的 条 件 . 

(1) 卖方 和 买方 的 名 单 只 有 在 过 了 注册 期 限 以 后 才 确 定 下 来 . 

(2) 只 有 注册 的 卖方 和 买方 公司 能 参与 这 个 过 程 . 

(3) ATC 对 参与 公司 的 愿望 偏好 严格 保密 , 其 他 参与 公司 不 能 看 到 或 修改 这 些 
名 单 . 

在 这 些 条 件 下 , 建立 一 个 交互 式 的 互联 网 站 , 让 参与 的 公司 方便 地 输入 自己 的 
会 面 愿望 . 更 重要 的 是 , 网 站 的 设计 要 保证 输入 数据 的 正确 性 . 例如 系统 要 防止 买 
方 与 同一 个 卖方 公司 见面 多 次 , 反之 亦 然 . 


案例 3 澳大利亚 旅游 委员 会 关于 旅游 产品 交易 会 的 会 面 安排 问题 787 


问题 的 求解 


本 案例 给 出 的 指派 模型 很 直观 ， 可 以 用 任何 商业 软件 包 来 求解 . ”文件 
amplCase3a.txt 和 文件 amplCase3b.txt 提供 了 两 个 求解 该 问题 的 AMPL 程序 模 
型 . 这 两 个 模型 的 数据 用 电子 表格 式 给 出 (文件 excelCase3.xls). 在 第 一 个 模型 中 ， 
可 以 用 这 个 电子 表格 计算 系数 c, 然后 用 作 输 入 数据 . 在 第 二 个 模型 中 , 输入 数据 
是 原始 偏好 分 数 bu; 和 sj, 模型 自己 计算 系数 cu. 第 二 个 模型 的 优点 是 , 它 能 计算 
卖方 和 买方 关于 他 们 表达 的 愿望 的 满意 度 百 分 数 . 

24.7 给 出 了 模型 amplCase3b.txt 用 文件 excelCase3.xls 中 的 数据 (6 个 买 
方 、7 个 卖方 和 6 次 会 面 ) 计算 的 输出 结果 , 它 给 出 了 每 次 会 面 指派 的 卖方 和 买方 ， 
还 有 每 个 买方 和 每 个 卖方 对 权 系 数 a = 0.5 的 满意 度 百 分 数 . 这 些 结果 说 明 买 卖 双 
方 的 满意 度 都 很 高 (分 别 为 92% 和 8690). FR a < 0.5 的 话 , 卖方 的 满意 度 还 会 提 
高 . 


一 些 实用 方面 的 考虑 


为 了 让 指派 模型 的 解 更 加 切合 实际 , 就 必须 要 考虑 连续 两 次 会 面 之 间 的 延误 时 
间 . 本 质 上 , 一 个 买方 公司 一 旦 完成 了 一 次 会 面 , 很 可 能 就 会 到 下 一 个 展位 去 会 见 
另 一 家 公司 . 一 个 可 行 的 安排 就 必须 考虑 到 连续 两 次 会 面 之 间 的 转移 时 间 . 下 面 的 
行走 约束 能 得 到 这 一 结果 : 


Tür P Tike =l, i—2l2om j=l, n, t—120,T 
keJi 

集合 Ji 表示 买方 ;不 能 按时 到 达 时 段 4+1 安排 的 会 面 , 逻辑 是 , 若 买 方 i 与 卖方 
j 在 时 段 上 安排 了 一 次 会 面 (zij: = 1), 则 该 同一 个 买方 不 能 与 未 按时 到 达 的 卖方 大 
安排 下 一 个 时 段 (t+ 1) 的 会 面 (BE rie = 0). 可 以 通过 取消 一 些 会 面 时 间 结 束 
(ina Bk. 午餐 和 关门 ) 前 的 一 些 时 段 t 来 减少 这 样 的 约束 数量 . 

附加 约束 会 大 大 增加 计算 上 的 难度 . 事实 上 , 因为 考虑 到 现 有 IP 算法 在 计算 
上 的 局 限 性 , 可 能 导致 作为 整数 线性 规划 模型 是 不 可 解 的 . 这 也 是 为 什么 我 们 需要 
启发 式 算法 来 求 出 该 问题 的 一 个 “满意 ” 解 的 原因 . 

用 来 求解 这 个 新 的 限制 模型 的 启发 式 算法 如 下 . 

对 每 个 时 段 t, 执行 

(1) 若 买方 i 在 时 段 t 一 1 的 上 一 次 会 面 地 点 使 他 不 能 够 在 时 段 t 与 卖方 会 面 ， 
Jj ik zi = 0. 

(2) 若 i 和 j 之 间 的 一 次 会 面 已 经 事先 安排 好 了 , 则 设 zii = 0. 

(3) 求解 所 得 的 二 维 指派 模型 . 
转向 下 一 个 时 段 t 
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Optimal score = 50.87 
Üptimal assignments: 
Session 1: 
Assign buyer 1 to seller 
Assign buyer 2 to seller 
Assign buyer 3 to seller 
Assign buyer 4 to seller 
Assign buyer 5 to seller 
Assign buyer 6 to seller 
Session 2: 
Assign buyer 1 to seller 
Assign buyer 2 to seller 
Assign buyer 3 to seller 
Assign buyer 4 to seller 
Assign buyer 5 to seller 
Assign buyer 6 to seller 
Session 3: 
Assign buyer 1 to seller 
Assign buyer 2 to seller 
Assign buyer 3 to seller 
Assign buyer 4 to seller 
Assign buyer 5 to seller 
Assign buyer 6 to seller 
Session 4: 
Assign buyer 1 to seller 
Assign buyer 2 to seller 
Assign buyer 3 to seller 
Assign buyer 4 to seller 
Assign buyer 5 to seller 
Assign buyer 6 to seller 
Session 5: 
'Assign buyer 2 to seller 
Assign buyer 3 to seller 
Assign buyer 4 to seller 
Assign buyer 5 to seller 
Assign buyer 6 to seller 
Session 6: 
Assign buyer 1 to seller 
Assign buyer 2 to seller 


Assign buyer 4 to seller 
Assign buyer 5 to seller 


4 
7 
Assign buyer 3 to seller 2 
1 
6 
5 


Assign buyer 6 to seller 
Buyers satisfaction: Average = 92 
Buyer: 1 2 3 4 5 6 
Percent: 100 86 100 à 80 86 100 
Sellers satisfaction: Average = 86 
Seller: 1 2 3 4 5 6 7 
Percent: 83 100 60 100 100 100 60 


24.7 ”指派 模型 的 AMPL 输出 
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衡量 启发 式 算法 解 的 质量 , 可 以 通过 将 得 到 的 目标 值 (愿望 度量 ) 与 原来 的 指 
派 模型 (没有 行走 约束 ) 的 目标 值 进行 比较 . 所 得 的 结果 表明 , 对 于 5 次 不 同 的 旅 
游 交 易 会 , 这 两 种 解 的 差异 小 于 10%, 说 明 启发 式 方法 能 给 出 可 靠 的 解 . 

当然 , 这 样 得 到 的 解 由 于 时 段 数 有 限 不 能 保证 满足 所 有 的 会 面 愿望 . 有 意思 的 
是 , 启发 式 算法 建议 的 解 表 明 , 解 中 包含 至 少 80% 的 优先 会 面 (愿望 值 等 于 1), 这 
个 百分数 随 着 表达 分 值 (分 值 越 高 , 会 面 愿 望 越 低 ) 的 增长 几乎 线性 地 降低 . 


思考 题 


1. 假设 展台 的 位 置 决定 不 能 安排 某 个 买方 公司 与 卖方 公司 1 和 3 举行 相继 会 面 . 
修改 AMPL 模型 , 加 入 行走 约束 并 求 出 最 优 解 . 
2. 对 第 1 题 用 启发 式 算法 求解 , 并 与 最 优 解 比较 . 


案例 4 ”节省 联邦 政府 的 旅费 支出 ? 


工具 : 最 短路 径 算法 
应 用 领域 : 商务 旅行 
问题 的 描述 

美国 联邦 政府 雇员 需要 参加 发 展会 议 以 及 培训 课程 . 当然 , 选择 举办 会 议和 培 
训 班 的 城市 时 并 没有 考虑 到 将 要 发 生 的 旅费 开支 ， 由 于 联邦 政府 雇员 来 自 美国 各 
地 的 机 构 , 举办 城市 的 地 点 就 会 影响 到 旅费 的 支出 , 旅费 的 总 支出 取决 于 参 会 的 人 
数 和 他 们 的 出 发 地 城市 . 

美国 行政 服务 局 (General Services Administration, GSA) 每 年 发 布 一 项 年 度 机 
票 计划 表 , 政府 和 各 家 航空 公司 签订 了 合同 . 该 计划 表 给 出 了 48 个 州 大 约 5 000 对 
城市 之 间 的 飞机 票 价 , 还 规定 了 所 有 主要 城市 的 补助 费 标准 , 对 没有 包括 在 名 单 中 
的 城市 , 也 给 出 了 日 差 旅 补助 费 率 . 对 于 自驾 车 参加 会 议 的 可 以 按照 每 英里 得 到 补 
助 费 . 所 有 这 些 费 率 每 年 进行 修改 , 以 反映 生活 费 的 增长 率 . 从 一 个 地 点 到 主办 城 
市 的 旅费 开支 是 参加 人 数 、 旅 行 费用 以 及 主办 城市 补助 费 的 直接 函数 . 

我 们 的 问题 是 , 给 定 全 国 各 地 的 参加 人 数 , 求 一 项 活动 的 最 优 举 办 城市 地 点 . 
分 析 

求解 的 思路 很 简单 :举办 城市 必须 有 最 低 的 旅费 支出 , 包括 (1) 交通 费用 最 
少 ; (2) 举办 城市 的 补助 费 最 少 . 确定 交通 费 需 要 知道 参加 会 议 的 人 员 从 哪里 出 发 . 
可 以 合理 地 假定 , 离 举 办 城市 100 英里 以 内 的 地 点 , 参加 人 员 选 择 自驾 车 作为 交通 
IR, 其 他 地 方 的 人 乘 飞 机 来 . 乘 飞机 的 费用 标准 由 飞 到 举办 城市 的 沿 着 和 好 经 济 路 


(D 资料 来 源 ; J. L. Huisingh, H. M Yamauchi, and R. Zimmerman, "Saving Federal Travel 
Dollars," Interfaces, Vol.31, No.5, pp.13-23, 2001. 
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线 航行 的 合同 机 票 总 和 确定 . 为 了 找到 这 样 的 路 线 , 必须 要 知道 参 会 人 员 从 美国 的 
什么 地 点 出 发 . 每 个 这 样 的 地 点 如 果 有 机 场 和 必要 的 会 议 设施 的 话 , 都 可 能 成 为 会 
议 举办 地 的 候选 城市 . 对 于 本 案例 , 我 们 找到 了 261 个 这 样 的 地 点 , 有 4 640 RE 
同 机 场 航线 . 

要 在 选 出 的 261 个 地 点 和 4 640 条 航线 中 确定 最 经 济 的 路 线 并 非 易 事 , 因为 一 
趟 旅行 可 能 涉及 多 个 航 段 . Floyd 算法 ( 见 6.3.2 节 ) 对 求 这 样 的 路 径 是 最 理想 的 . 
两 个 地 点 之 间 的 “距离 ”我 们 用 政府 提供 的 合同 票 价 来 表示 . 根据 合同 , 往返 机 票 
的 费用 等 于 单程 票 价 的 两 倍 . 

为 了 简化 分 析 , 这 项 研究 不 允许 在 目的 地 租车 自驾 . 这 条 似乎 不 太 合理 的 假设 
是 因为 , 举办 地 旅馆 都 在 机 场 附 近 , 通常 都 有 免费 机 场 接送 服务 ， 

差 旅 补 助 费 包 括 住宿 、 餐 费 以 及 零花 费用 . 参 会 者 于 会 议 开始 前 一 天 到 达 . 但 
是 , 那些 从 100 英里 以 内 来 开会 的 人 , 在 开会 第 一 天 早上 到 达 . 所 有 会 议 代 表 在 最 
后 一 天 退出 旅店 . 在 到 达 当 天 和 离开 当天 , 政府 规定 只 能 按照 全 额 补助 费 率 的 75% 
报销 餐 费 和 零用 费 . 


数值 实例 


为 了 详细 说 明 , 我 们 假定 有 12 个 举办 城市 的 一 个 实例 . 表 24.3 给 出 了 这 些 城 
市 之 间 人 允许 的 合同 单程 票 价 . 空白 单元 表示 相应 的 城市 对 之 间 没 有 直接 的 航线 . 


表 24.3 ”以 12 个 城市 为 例 的 单程 机 票 价格 ($) 
SF ORD STL LAX TUL DEN DC ATL DAL NY MIA SPI 

SF 70 120 220 
ORD 99 140 150 
STL 99 95 110 78(a) 
LAX 70 130 
TUL 95 105 100 
DEN 120 140 110 130 105 
DC 150 100 195 85 
ATL 100 125 
DAL 220 100 195 
NY 85 130 
MIA 125 130 
SPI 78(9) 

(a) 机 票 费 —978. EB < 100 英里 (—86 英里 ). STL 与 SPI 之 间 采 用 自驾 车 方式 . 


表 24.4 给 出 了 这 12 个 城市 一 次 会 议 的 最 高 住宿 费 和 补助 费 , 以 及 相应 的 参 会 
人 数 . 会 议 期 间 为 4 天 , 自驾 车 的 标准 里 程 补贴 为 每 英里 $0.325(2000 年 标准 ). 
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表 24.4 UL 12 个 城市 为 例 的 住宿 费 、 补 助 费 和 参 会 人 数 


城 市 每 晚 住宿 费 ($) 补助 费 (S) 参 会 人 数 
SF 115.00 50.00 15 
ORD 115.00 50.00 10 
STL 85.00 48.00 8 
LAX 120.00 55.00 18 
TUL 70.00 35.00 5 
DEN 90.00 40.00 9 
DC 150.00 60.00 10 
ATL 90.00 50.00 12 
DAL 90.00 50.00 11 
NY 190.00 60.00 12 
MIA 120.00 50.00 8 
SPI 60.00 35.00 2 


求解 的 第 一 步 是 确定 所 有 城市 对 之 间 的 最 经 济 票 价 , 这 一 步 由 TORA 用 Floyd 
最 短路 径 算 法 (6.3.2 节 ) 计算 . 表 24.5 是 该 算法 的 计算 结果 , 空白 单元 对 称 地 等 于 
对 角 线 以 上 的 值 , 前 面 说 过 , 这 些 值 代表 单程 机 票 价格 , 而 且 往 返 票 价 等 于 单程 机 
票 的 两 倍 . Floyd 算法 自动 指定 每 对 城市 的 旅行 航 段 . 


表 24.5 ”以 12 个 城市 为 例 的 意 低 票 价 ($) 
ORD STL LAX TUL DEN DC ATL DAL NY MIA SPI 


SF 260 230 70 225 120 410 510 220 495 625 308 
ORD 99 270 194 140 150 250 294 235 365 177 
STL 240 95 110 249 349 195 334 464 28* 
LAX 235 130 420 520 290 505 635 318 
TUL 105 295 395 100 380 510 173 
DEN 290 390 205 375 505 188 
DC 100 195 85 215 327 
ATL 295 185 125 427 
DAL 280 410 273 
NY 130 412 
MIA 542 


* 自驾 车 费用 按 86 英里 计算 (每 英里 3325 X2). 


求解 的 最 后 一 步 是 计算 这 次 会 议 所 有 参 会 者 的 总 费用 , 假定 会 议 在 其 中 某 个 城 
市 举行 , 使 得 总 费用 最 低 的 城市 将 被 选 作 会 议 地 举办 地 点 . 
为 了 说 明 计算 过 程 , 假定 STL 是 候选 举办 城市 , 则 相应 的 总 费用 计算 如 下 : 


旅费 =2 x (15 x 230 + 10 x 99 + 18 x 240 +5 x 95 +9 x 110 + 10 x 249 
+12 x 349 + 11 x 195 + 12 x 334 + 8 x 464) + 2 x (2 x 86) x 0.325 
= $53 647.80 
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fETH 9t —$85 x [(15 4- 10 -- 18-5 4-9 4-10 4-12 4- 11 124-8) x 44- 2 x 3] 
= $37 910 
补助 费 =848 x [15 -- 10 - 18-- 5 - 9 -- 10-- 12-F 11 12-8) 
x4.5 + (2 4- 8) x 3.5] = $25 440 


注意 到 因为 SPI B$ STL 86 为 英里 (< 100 英里 ), 从 那里 来 的 代表 采取 自驾 车 
方式 , 并 于 会 议 第 一 天 早上 抵达 STL. 因此 , 他 们 的 补助 费 按 31 RE, 住宿 费 只 有 
3 个 晚上 . 来 自 STL 的 参 会 者 补助 费 按 33 R, 没有 住宿 费 . 其 他 所 有 代表 一 天 前 
抵达 STL, 他 们 的 补助 费 按 43 天 算 , 有 4 个 晚上 的 住宿 

对 所 有 举办 城市 可 以 方便 地 用 图 24.8 所 示 的 电子 表格 来 计算 (文件 excel- 
Case4.xls, 所 有 的 公式 都 加 在 每 个 单元 格 注释 上 ). 计算 结果 说 明 , TUL 提供 了 最 低 
的 总 费用 ($108 365), 接 下 来 是 DEN($111 332), 然后 是 STL($115 750). 


和 LECLEKREB CULTE KIIS oT 
ed 119 115; 45 120; 150, 90. 90 PES eo ~ 
E EOS S 


69.652 | | $82,080 ~ .$31,680 $109,412 wy 


图 24.8 “举办 城市 的 费用 比较 T" excelCase4.xls) 


思考 题 
1. 已 知 TUL 为 所 选择 的 举办 城市 , 该 如 何 为 SF 的 代表 作 预 订 呢 ? 


2. 假定 在 允许 路 线 上 加 入 下 列 新 的 航线 :ORD-NY ($150), LAX-MIA ($300), DEN- 
DAL ($110), ATL-NY ($150), 求 最 优 举 办 城市 . 


案例 5 ”泰国 海军 运送 新 兵 最 优 行船 路 线 及 人 员 指 派 问题 ? 


应 用 领域 ， 交 通 运 输 , 路 线 编排 
(D 资料 来 源 ，P，Choypeng，P. Puakpong, and R. Rosenthal, "Optimal Ship Routing and 


Personnel Assignment for Naval Recruitment in Thailand," Interfaces, Vol.16, No.4, pp.47- 
52, 1986. 


案例 5 ”泰国 海军 运送 新 兵 最 优 行船 路 线 及 人 员 指 派 问题 ”793 


问题 描述 

泰国 海军 每 年 征兵 4 次 , 招募 到 的 新 兵 到 全 国 34 个 征兵 中 心 报到 , 然后 由 大 
巴 车 运送 到 4 个 海军 分 基地 , 从 那里 , 新 兵 们 再 乘 船 被 送 到 海军 总 基地 . 运 兵 船 的 
所 有 航程 都 从 海军 总 基地 出 发 , 再 回 到 总 基地 . 分 基地 的 码头 对 靠 岸 的 船型 可 能 有 
一 定 的 限制 , 表 24.6 汇总 了 3 种 运输 船 的 情况 , 表 24.7 给 出 了 总 基地 (0) 与 分 基 
地 (1,2,3,4) 之 间 的 距离 数据 . 表 中 的 矩阵 是 对 称 的, 距离 单位 为 公里 . 


E 24.6 可 运送 新 兵 的 船 
船型 容量 (运送 新 兵 数 ) 往返 行程 数 允许 停靠 的 基地 
1 100 2 1 
2 200 10 1,2,3 
3 600 2 1,2,3,4 


3* 24.7 总 基地 (0) 和 分 基地 (1, 2, 3, 4) 之 间 的 距离 矩阵 (公里 ) 


每 个 分 基地 有 容量 限制 , 但 总 体 上 , 这 4 个 基地 能 够 容纳 所 有 的 新 兵 . 1983 年 
夏季 , 共有 2 929 名 新 兵 从 征兵 中 心 被 送 到 这 4 个 分 基地 , 然后 再 运送 到 总 基地 . 

关于 运送 新 兵 有 两 个 问题 : 

(1) 如 何 把 这 些 新 兵 从 征兵 中 心 用 大 巴 车 送 到 分 基地 ? 

(2) 如 何 把 新 兵 从 分 基地 用 船 运送 到 总 基地 ? 


模型 的 建立 


求解 这 个 问题 可 以 分 成 两 个 独立 的 阶段 . 

(1) 第 1 阶段 : 求 新 兵 从 征兵 中 心 到 分 基地 的 最 优 分 配方 案 . 

(2) 第 2 阶段 : 利用 第 1 阶段 的 结果 , 求 分 基地 到 总 基地 的 最 优 运输 方案 . 

第 一 个 问题 是 一 个 从 34 个 出 发 地 (征兵 中 心 ) 到 4 个 分 基地 (目的 地 ) 的 直接 
运输 模型 . 为 了 建 模 , 出 发 地 点 的 “供应 量 ” 就 是 征兵 中 心 征 募 的 新 兵 数 ,一 个 目 
的 地 点 的 “需求 量 ” 等 于 一 个 分 基地 可 接收 的 新 兵 数 . 在 这 个 问题 中 , 总 的 供应 量 
不 超过 总 需求 量 . 单位 运输 费用 等 于 一 辆 大 巴 车 的 运输 费用 除 以 车 上 的 座位 数 . 可 
以 把 运输 单位 表示 为 一 辆 大 巴 车 的 装载 量 , 而 不 是 一 个 个 的 新 兵 . 用 一 辆 车 上 的 座 
位 数 去 除 一 个 征兵 中 心 的 新 兵 数 , 再 向 上 取 整 数 即 可 得 到 所 党 的 车 辆 数 . 例如 , 500 
名 新 兵 从 一 个 征兵 中 心 乘坐 52 座 的 大 巴 车 需要 10 辆 车 来 运送 . 这 种 情况 下 单位 
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运输 费用 就 是 每 辆 车 一 次 运送 的 费用 . 

不 论 我 们 把 一 个 新 兵 还 是 一 次 车 载 量 作为 运输 单位 , 这 两 种 表示 法 都 是 某 种 程 
度 的 近似 . 把 一 个 新 兵 作为 运输 单位 可 能 少 算 总 的 运输 费用 , 因为 车 辆 坐 不 满 的 时 
候 和 满员 时 的 费用 相同 . 另 一 方面 , 用 整 车 数 表示 运输 单位 可 能 高 估 新 兵 数 和 分 基 
地 的 容量 . 不 论 用 哪 种 方式 , 解 的 偏差 都 不 会 太 明 显 , 因为 这 种 偏差 只 是 来 自 把 坐 
不 满 的 车 辆 作为 满员 车 辆 来 处 理 . 在 本 问题 中 , 我 们 把 每 个 新 兵 作为 运输 单位 来 处 
理 . 


令 
zi = 征兵 中 心 i 运送 到 分 基地 j 的 新 兵 数 
cy = 征兵 中 心 i 运送 到 分 基地 7 的 每 名 新 兵 的 运输 费用 
ai = ERP À i 的 新 兵 数 
b; = 分 基地 j 的 容量 (新 兵 数 ) 
数学 模型 为 
min z — Y Y aus; 
i=] j-1 
s.t. Ys 204, i-—1,2,.-..,m 


j=1 
Ys X bj, j = 1,2,--. QU 
i=l 
zi; 之 0， 对 于 任意 的 i j 
只 要 满足 一 个 可 接受 的 假设 , 即 X ai < X bj, 这 个 模型 就 有 可 行 (整数 ) 解 . 


由 于 上 述 模型 很 直观 ， 不 需要 做 进 一 步 分 析 . 这 里 , 我 们 假定 该 模型 可 用 相应 
的 数据 求解 , 得 到 的 最 优 解 如 表 24.8 所 示 . 


X 24.8 ”用 大 巴 车 运送 到 分 基地 的 新 兵 数 


分 基地 新 兵 数 
1 475 
2 659 
3 672 
4 1 123 
总 数 2 929 


第 1 阶段 得 到 的 最 优 解 作为 第 2 阶段 的 输入 数据 , 求 从 4 个 分 基地 运送 这 些 
新 兵 到 总 基地 的 最 优 运输 计划 , 这 个 解 必 须 提供 运送 路 线 和 船型 . 一 趟 运送 从 总 基 
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地 (0) 出 发 , 分 段 航行 到 达 一 个 或 多 个 分 基地 (1,2,3,4), 要 考虑 到 表 24.6 给 出 的 港 
口 对 3 种 船型 所 允许 的 靠 岸 条 件 . 例如 , 船型 2 只 能 靠 岸 分 基地 1, 2, 3. 


建立 这 个 模型 的 第 一 个 任务 是 考虑 到 港口 停泊 的 限制 , 找 出 所 有 可 能 的 航行 路 
线 . 船型 1 只 能 去 到 分 基地 1, 因此 相应 的 往返 航线 为 0-1-0. 对 于 船型 2, 允许 靠 岸 
的 码头 只 能 有 分 基地 1, 2, 3. 为 了 求解 , 船型 2 的 往返 航线 可 能 包括 一 个 基地 (如 
0-1-0)、 两 个 基地 (如 0-1-2-0) 或 3 个 基地 (如 0-1-2-3-0). 同样 的 思路 用 来 分 析 船 
型 3 的 航线 , 可 能 包括 从 分 基地 1 到 分 基地 4 的 所 有 情形 . 重要 的 是 要 知道 , 涉及 
相同 基地 的 两 条 往返 航线 不 一 定 产 生 相 同 的 总 航行 距离 .例如 , 航线 0-1-3-4-0 和 
0-1-4-3-0 涉及 相同 的 分 基地 (1,3,4), 但 这 两 条 航线 的 总 距离 是 不 一 样 的 , 即 


距离 (0-1-3-4-0)= 310 + 190 + 70 + 660 = 1 230 km 
距离 (0-1-4-3-0)= 310 + 225 + 70 十 540 = 1 145 km 


因此 , 必须 考虑 所 有 往返 航线 的 各 种 排列 情况 . 
令 
J= 所 有 (往返 ) 航线 的 集合 
4;= 包 含 基地 i 的 航线 的 集合 , i = 1,2,3,4 
B; = 航线 j 到 达 的 基地 的 集合 , j cJ 
Cy 二 使 用 船型 上 的 航线 的 集合 ,上 = 1,2,3 
zj 二 使 用 航线 j 的 次 数 , j € J 
yij = 从 基地 i 走 航线 j 所 运送 的 新 兵 数 , i = 1,2,3,4,j EJ 
ri; 二 基地 i 的 新 兵 数 (由 第 一 阶段 求 出 ), i = 1,2,3,4 
nk 二 船型 上 可 用 的 船 数 , k= 1,2,3 
ck 二 船型 的 运送 容量 ,大 = 1,2,3 
dj = 航线 j 的 总 长 度 (单位 : 公里 ), jeJ 


行船 路 径 问题 的 模型 为 


min z = > dis; 
jeJ 
s.t. 5 Yij 2 Ti, i= 1,2,3,4 
j€Ai 
» Vig < CkZj, j € Ck, k= 1,2,3 
ic B; 
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SO sm, k-123 
JECk 


z;20, REK, jeJ 
yi; 之 0， 取 整数 ，i = 1,2,3,4, jeJ 


第 1 个 约束 保证 所 有 的 新 兵 都 被 运送 完 , 第 2 个 约束 体现 每 种 船型 的 容量 限制 . 第 
3 个 约束 保证 所 用 每 种 船型 的 往返 航线 不 超过 已 有 的 船 数 . 
AMPL 求解 

文件 amplCase5.txt 提供 了 求解 第 二 阶段 问题 的 AMPL 模型 . 该 模型 对 每 个 
船型 自动 生成 所 有 可 能 的 航线 及 相应 的 距离 . 这 一 模型 大 概 最 “ 绕 弯 ”的 地 方 就 是 
数学 模型 中 定义 的 4; 和 B; 这 两 个 集合 的 确定 , 通过 建立 矩阵 aij (车 基地 i 在 航 
A j E, WS ay = 1; 否则 ay = 0.) 来 反映 不 同 航线 的 航 段 . 例如 , 车 航线 30 为 
0-1-4-3-0, 则 ai 30 = 1, 02,30 = 0, a3,30 = 1, a4,39 = 1. 利用 和 矩阵 laijj, 在 约束 中 进 
行 下 列 替 换 就 不 用 直接 求 集合 A 和 B; T: 


D Vj = > ay, i= 1,2,3,4 


JE4i jeJ 


4 
X Wg— aW, je Ck, k=1,2;8 
1 


图 24.9 表示 了 用 前 面 给 出 的 数据 计算 模型 的 输出 . 图 中 列 出 了 航线 、 相 应 的 
船型 以 及 该 航线 航行 的 次 数 . 每 条 航线 还 指定 了 每 个 基地 来 的 新 兵 数 行列 汇总 确 
定 了 解 的 可 行 性 , 说 明了 (1) 满足 船 的 承载 能 力 ; (2) 运送 的 新 兵 数 至 少 等 于 问题 
数据 所 指定 的 数目 (例如 在 基地 1, 所 得 到 的 解 保证 可 以 运送 541 名 新 兵 , 超过 了 
实际 的 475 名 新 兵 ). 

所 得 到 的 解 “ 放 大 了 ”运送 的 新 兵 数 , 其 原因 是 , 我 们 把 第 一 个 约束 指定 为 不 
等 式 而 不 是 等 式 约束 , 然而 这 并 不 意味 着 解 会 使 用 过 多 的 “资源 ”. 这 个 不 等 式 约 
束 只 是 允许 运送 新 兵 数 “ 放 大 ”, 以 利用 船上 仍然 可 用 的 过 剩 的 运载 容量 . 事实 上 
可 以 明显 看 出 , 图 24.9 中 的 行 汇总 数 恰 好 等 于 船 的 运载 容量 乘 上 航行 次 数 . 

为 了 说 明 不 等 式 不 会 造成 使 用 不 必要 的 过 多 资源 , 图 24.10 给 出 了 同一 个 模型 
用 同样 数据 , 但 把 第 一 个 不 等 式 约 束 换 成 等 式 约 束 的 输出 结果 . 在 这 种 情况 下 , 列 
求 和 恰好 等 于 每 个 基地 的 新 兵 数 , 而 行 求 和 说 明 , 各 条 船上 “用 到 的 ”装载 容量 可 
以 小 于 总 的 可 装载 容量 . 例如 , 航线 0-1-0 从 基地 1 带 走 了 390 名 新 兵 , 这 个 数 小 
于 船型 2 的 最 大 装载 容量 (= 2 x 200 = 400). 这 个 事实 说 明 ， 要 用 两 次 航行 , 这 刚 
好 就 是 图 24.9 的 解 所 给 出 的 结果 . 
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计算 方面 的 考虑 


虽然 上 述 两 个 (采用 不 等 式 约束 和 等 式 约束 ) 模型 产生 相同 的 最 优 解 , 但 这 两 
个 整数 线性 规划 的 计算 过 程 却 是 不 一 样 的 . 在 等 式 约束 情况 下 , AMPL 生成 了 总 共 
34 290 个 分 支 定 界 节点 , 这 比 不 等 式 约束 情况 的 20 690 个 节点 多 了 70%”. 这 似乎 
是 , 更 加 受 限 制 的 解 空间 本 来 应 该 使 得 分 支 定 界 算法 的 收敛 更 快 , 因为 从 某 种 意义 
E, 算法 对 可 行 整 数 空间 上 设 定 了 更 加 紧 的 限制 . 不 幸 的 是 , 由 于 分 支 定 界 算法 的 
(通常 是 怪异 的 ) 行为 跟 问 题 有 很 大 的 关系 , 所 以 我 们 并 不 建议 采用 这 样 的 规则 . 


思考 题 


1. 考虑 下 列 往返 航线 . 
船型 1: 0-1-0 
船型 2: 0-1-0, 0-3-2-0, 0-1-2-3-0, 0-2-3-0 
船型 3: 0-3-0, 0-1-4-3-2-0, 0-3-1-0, 0-4-2-1-0, 0-3-4-1-0 
(a) 假设 只 允许 有 这 些 航 线 , 建立 相应 的 ||aijl| ERE. 
(b) 写 出 第 二 阶段 的 ILP 模型 . 
2. 假设 在 一 个 港口 的 每 次 进 港 和 离 港 , 都 相应 有 一 笔 固 定 的 费用 $5 000. 进一步 
假定 , 对 于 船型 1, 2, 3 的 每 公里 运行 费用 分 别 是 $100, $120, $150. 利用 本 案 
例 分 析 的 数据 , 求 出 从 4 个 分 基地 到 总 基地 的 最 优 运输 计划 . 


案例 6 Mount Sinai 医院 手术 室 的 时 间 分 配 问题 2 


IR: ILP,GP 
应 用 领域 : 医疗 卫生 
问题 的 描述 

本 问题 发 生 在 加 拿 大 . 加 拿 大 的 医疗 保险 是 强制 性 的 , 所 有 公民 必须 投保 . 经 
费 的 使 用 根据 保费 额 和 税收 情况 由 各 省 控制 . 在 这 套 系统 下 , 向 医院 预先 支付 一 笔 
固定 的 预算 , 每 个 省 再 根据 一 种 服务 费 投 入 机 制 向 医生 追加 支付 . 当地 政府 控制 医 
疗 系统 的 规模 , 对 医院 的 支出 加 以 严格 的 限制 . 结果 造成 医院 对 医疗 资源 , 尤其 是 
手术 室 的 使 用 必须 要 进行 有 效 的 控制 . 

Mount Sinai 医院 有 10 个 安排 值班 的 手术 室 , 为 5 个 科室 提供 服务 , 即 外 科 、 
妇科 、 上 眼科、 耳鼻 喉 科 和 口腔 外 科 , 其 中 有 8 个 主 手术 室 和 2 个 临时 性 门诊 外 科 
(EOPS) FRE. 按照 当天 手术 室 使 用 的 小 时 数 , 一 个 手术 室 可 以 “ 短 时 使 用 ”, 也 


(D 按照 CPLEX 9.1.3 程序 计算 得 出 . 
四 资料 来 源 : J. T. Blake and J. Donald, “Mount Sinai Hospital Uses Integer Programming to 


Allocate Operating Room Time," Interfaces, Vol.32, No.2, pp.63-73, 2002. 
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可 以 “长 时 使 用 ”由 于 加 拿 大 医疗 体制 的 公费 医疗 性 质 ; 所 有 的 外 科 手 术 只 能 安排 
在 星期 一 到 星期 五 之 间 . 表 24.9 汇总 了 不 同类 型 手术 室 每 天 的 可 用 情况 , 表 24.10 
给 出 了 每 周 手术 室 时 间 的 需求 情况 , 其 中 的 可 允许 的 分 配 不 足 的 小 时 数 是 可 以 拒绝 
一 个 科室 的 最 多 小 时 数 (相对 于 其 一 周 手术 室 时 间 请 求 ). 


R 24.9 Mt. Sinai 医院 手术 室 可 用 时 间 


可 用 小 时 数 

星 期 主 手术 室 主 手 术 室 EOPS EOPS 

“ 短 时 使 用 ” “长 时 使 用 ” “ 短 时 使 用 ” “长 时 使 用 ” 
星期 一 08:00-15:30 08:00-17:00 08:00-15:30 08:00-16:00 
星期 二 08:00-15:30 08:00-17:00 08:00-15:30 08:00-16:00 
星期 三 08:00-15:30 08:00-17:00 08:00-15:30 08:00-16:00 
星期 四 08:00-15:30 08:00-17:00 08:00-15:30 08:00-16:00 
星期 五 09:00-15:30 09:00-17:00 09:00-15:30 09:00-16:00 


手术 室 数量 4 4 1 1 


324.310 ”手术 室 时 间 的 每 周 需求 小 时 数 


科 室 每 周 需 求 小 时 可 允许 的 分 配 不 足 的 小 时 数 
外 科 189.0 10.0 
妇科 117.4 10.0 
眼科 39.4 10.0 
口腔 外 科 19.9 10.0 
HARE 26.3 10.0 
急诊 科 5.4 3.0 


这 项 研究 的 目标 是 为 每 天 手术 室 安排 确定 一 个 合理 均衡 的 计划 , 实现 现 有 手术 
室 资源 的 最 佳 利用 . 


数学 模型 
对 这 个 问题 我 们 所 能 做 的 , 是 要 制订 一 个 手术 室 的 日 安排 方案 , 最 大 限度 地 满 
足 不 同 科室 每 周 所 需要 的 使 用 小 时 数 . 换言之 , 我 们 要 对 每 个 科室 设 定 它 的 需求 小 
时 数 作为 目标 , 并 尽量 满足 要 求 . 模型 的 目标 就 是 使 得 离 每 周 需求 小 时 的 偏差 达到 
最 小 ， | 
令 
ziik 二 第 上 天 分 配给 ; 科室 第 i 种 手术 室 的 数量 
da — 58 k 天 第 ;种 手术 室 的 时 间 长 度 (可 用 小 时 数 ) 
aa — 18 k 天 第 i 种 手术 室 的 数量 
hj — j 科室 请 求 使 用 手术 室 的 (理想 ) 小 时 数 
u; = 了 科室 允许 分 配 不 足 的 最 大 小 时 数 
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本 问题 涉及 6 个 科室 和 4 种 类 型 的 手术 室 , 因此 i = 1,2,3,4, j = 1,2,.… ,6. 
对 每 周 5 个 工作 日 , FER k 取 值 从 1 到 5. 
下 面 的 整数 目标 规划 模型 表达 了 Mount Sinai 医院 的 手术 室 安排 调度 问题 ; 


6 


inz- Vy (LY, 
min D (i) 
4 5 
s.t. das 十 5; 一 st = hj, 对 于 任意 的 j (1) 
i=1 k=1 
6 
Dri < Qik, 对 于 任意 的 i, k (2) 
j=1 
0 < sy < v7 ， 对 于 任意 的 j (3) 
Tijk 2 0 且 为 整数 ， 对 于 任意 的 i, J, k (4) 
3,87 > 0， 对 于 任意 的 j (5) 


这 个 模型 的 逻辑 是 , 我 们 不 一 定 能 满足 所 有 科室 j, j = 1,2,.… ,6 所 要 求 的 手 
术 室 的 理想 小 时 数 h. 因此 模型 的 目标 是 求 一 个 手术 室 的 安排 方案 , 使 得 不 同 科室 
可 能 “未 能 分 配 到 的 ”手术 室 数 达到 最 小 . 为 了 达到 这 个 目标 , 约束 (1) 中 的 非 负 
变量 s; 和 s+ 分 别 表示 相对 于 要 求 的 h 分 配 不 足 的 和 分 配 过 多 的 手术 室 . 比值 
xL 度量 对 科室 j 分 配 不 足 的 相对 量 , 约束 (2) 表示 可 用 手术 室 的 上 限 , 而 约束 (3) 
用 来 限制 一 个 科室 未 满足 的 量 , ERE u 由 用 户 指定 . 


模型 输出 结果 


文件 amplCase6.txt 给 出 了 本 问题 的 AMPL 模型 , 图 24.11 是 用 问题 陈述 中 给 
出 的 数据 所 计算 的 解 , 这 个 解 表明 所 有 的 目标 都 得 到 了 满足 (z = 0), 并 给 出 了 一 周 
工作 日 期 间 (星期 一 到 星期 五 ) 各 科室 详细 的 手术 室 ( 按 类 型 ) 分 配方 案 . 的 确 , 图 
24.11 下 方 给 出 的 各 科室 汇总 情况 表明 , (6 个 中 ) 有 5 个 科室 的 请 求 都 得 到 了 过 于 
充足 的 满足 , 这 刚好 是 因为 这 一 周 有 足 够 的 资源 , 而 模型 并 不 对 各 科室 多 分 配 的 手 
术 室 时 间 求 最 小 . 实际 上 , 让 现在 这 个 模型 去 消除 多 余 的 分 配 小 时 并 没有 意义 , 因 
为 有 手术 室 , 而 且 可 以 分 派 给 不 同 的 科室 . 实质 上 , 我 们 主要 关心 的 是 当 资 源 不 能 
满足 所 有 需求 时 分 配 不 足 的 情况 . 
计算 过 程 | 

在 这 个 模型 中 , 变量 rj 表示 分 配 的 手术 室 数 , 因此 必须 为 整数 , 这 就 带 来 了 
一 个 我 们 常 过 到 的 整数 规划 的 计算 问题 . 我 们 的 AMPL 模型 能 够 用 问题 描述 中 给 


出 的 数据 迅速 地 计算 出 结果 , 但 是 , 当 我 们 把 表示 请 求 使 用 手术 室 的 时 间 数 h; 的 
数据 稍微 做 些 调整 (让 其 他 数据 保持 不 变 ) 时 , 整个 计算 过 程 就 完全 变 了 . 首先 , 计 
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算 时 间 持 续 了 一 个 多 小 时 (而 初始 的 数据 只 需要 几 分 钟 ), 而 且 在 搜索 了 4 500 多 万 
个 分 支 定 界 节点 以 后 , 还 不 能 得 出 一 个 可 行 解 , 更 不 要 说 求 出 最 优 解 了 . 这 种 现象 
往往 发 生 在 当 和 需求 量 超过 供给 能 力 的 情况 下 . 实际 上 , 整数 线性 规划 的 这 种 计算 行 
为 是 不 可 预测 的 , 因为 当 我 们 只 要 把 目标 函数 改 成 求 57 不 加 权 的 和 的 最 小 值 , 所 有 
前 面 解 不 出 来 的 情况 就 马上 能 求解 了 ， 本 案例 后 面 的 习题 概述 了 这 些 计算 过 程 的 
问题 . 


z = 0.00 1 room(s) type EOPS S 
Weekly Time Allocation: Ophthalmology: 15.0 hrs 
Mon: 1 room(s) type Main L 
Gynecology: 39.0 hrs 1 room(s) type EOPS L 
4 room(s) type Main L Thu: 
1 room(s) type Main S Surgery: 72.5 hrs 
Ophthalmology: 17.0 hrs 4 room(s) type Main L 
1 room(s) type Main S 3 room(s) type Main S 
1 room(s) type EOPS S 1 room(s) type EOPS_L 
Oral surgery: 16.5 hrs 1 room(s) type EOPS S 
1 room(s) type Main S Ophthalmology: 9.0 hrs 
1 room(s) type EOPS L 1 room(s) type Main S 
Otolaryngology: 9.0 hrs Fri: 
1 room(s) type Main. S Surgery: 34.0 hrs 
Tue: 3 room(s) type Main S 
Surgery: 17.0 hrs 1 room(s) type EUPS S | 
1 roon(s) type Main.S Gynecology: 39.0 hrs 
1 room(s) type EUPS S 4 room(s) type Main L 
Gynecology: 39.0 hrs 1 room(s) type Main S 
4 room(s) type Main L Emergency: 6.5 hrs 
1 room(s) type Main S 1 room(s) type EOPS_L 
Üral surgery: 7.5 hrs Departmental summary: 
1 room(s) type EUPS L Surgery allocated 190.0 hrs (1017) 
Otolaryngology: 18.0 hrs Gynecology allocated 117.0 hrs (100%) 
2 room(s) type Main S Ophthalmology allocated 41.0 hrs (104%) 
Oral surgery allocated 24.0 hrs (121%) 
Otolaryngology allocated 27.0 hrs (103%) 
Emergency allocated 6.5 hrs (120%) 


Wed: 
Surgery: 66.5 hrs 
3 room(s) type Main L 
4 room(s) type Main S 


2411 Mt. Sinai 医院 模型 的 输出 结果 


800 324 * 案例 分 析 


我 们 怎样 做 才能 克服 这 些 问 题 呢 ? 首先 能 想到 的 是 , 能 不 能 先 把 整数 要 求 去 掉 ， 
然后 再 把 得 到 的 线性 规划 解 进行 姿 整 还 原 . 这 种 方法 对 本 案例 未 必 奏 效 , 因为 很 有 
可 能 得 不 出 可 行 解 . 假定 我 们 有 了 医院 手术 室 的 具体 数目 , 很 有 可 能 各 种 试 错 凑 整 
的 解 会 达到 现 有 手术 室 数 的 上 限 , 这 就 意味 着 没有 任何 一 个 方案 能 得 出 整数 解 来 . 

提高 整数 规划 模型 计算 成 功率 的 一 种 方法 是 , 通过 考虑 其 他 资源 量 来 限制 变量 
zijk 的 可 行 的 取 值 范围 . 例如 , 某 一 天 医院 只 有 两 个 牙科 医生 的 话 , 这 一 天 最 多 有 
两 个 (任何 类 型 的 ) 手术 室 可 以 分 配给 该 科室 . 设 定 这 样 的 边界 可 能 会 有 效 地 保证 
得 到 最 优 整数 解 . 如 果 不 能 满足 这 个 要 求 , 唯一 可 以 考虑 的 方法 就 是 为 这 类 问题 设 
计 一 个 启发 式 算法 . 
思考 题 


1. 在 amplCase6.txt FP, 解决 如 下 问题 . 

(a) 把 ^; 现在 的 值 替 换 成 

param h:- Surgery 190 Gynecology 122 Ophthalmology 41.4 
Oral surgery 20.9 Otolaryngology 25.3 Emergency 6.0; 

用 新 的 数据 执行 该 模型 . 你 会 注意 到 , 模型 运算 一 个 多 小 时 仍 找 不 到 一 个 
可 行 解 . 

(b) 利用 模型 原来 的 数据 , 改变 参数 a, 使 得 本 周 的 所 有 5 个 工作 日 里 Main. L 
只 有 3 个 手术 室 可 用 . 如 (a) 一 样 , AMPL 得 不 出 一 个 解 . 

(c) 在 (a) 和 (b) 两 种 情况 下 , 把 目标 函数 都 换 成 

minimize z: sum(j in departments) (sMinus[jl) 

XX sy 的 最 小 和 . 然后 执行 该 模型 , 你 会 注意 到 , 对 这 两 种 情况 能 马上 找到 
最 优 解 . 


案例 7 PFG 建材 玻璃 公司 的 拖车 有 效 荷载 优化 问题 2 


工具 : ILP, 静态 受 力 (自由 体 受 力图 ) 计算 
应 用 领域 : 运输 和 分 销 
问题 的 描述 

PFG 是 一 家 南非 的 玻璃 制造 公司 ,该 公司 用 一 种 (5 个 轮子 的 ) 特殊 装备 的 拖 
车 把 平板 玻璃 包装 箱 运送 到 顾客 那里 . 包装 箱 的 大 小 和 重量 通常 都 不 同 , 根据 收 到 
的 订单 , 拖车 可 能 装载 不 同 的 玻璃 箱 . 图 24.12 是 一 个 典型 的 车 头 和 拖车 装置 , 点 
A, B, C 是 车 轴 的 位 置 . 南非 政府 对 轴 重 的 最 大 上 限 有 明确 的 规定 , 而 包装 箱 放 在 
拖车 上 的 位 置 对 决定 这 些 轴 重 至 关 重 要 . 把 比较 重 的 玻璃 箱 放 在 拖车 的 后 部 , 会 增 


(D 资料 来 源 : H. Taha, "An Alternative Model for Optimizing Payloads of Building Glass at 
BFG,” South African Jounal of Industrial Engineering, Vol.15, No.1, pp.31-43, 2003. 
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加 车 轴 4 的 载重 量 , 而 把 它们 放 在 拖车 的 前 部 , 就 会 把 负载 转移 到 车 轴 B 和 C. 我 
们 的 目标 是 , 在 不 超过 轴 重 上 限 的 情况 下 , 我 们 要 计算 出 拖车 板 上 玻璃 箱 放置 的 具 
体位 置 顺序 . 当然 , 如 果 不 考虑 玻璃 箱 的 摆 放 位 置 , 这 种 顺序 的 组 合 就 可 能 超过 轴 
重 限制 . 在 这 种 情况 下 , 所 得 到 的 解 就 应 该 提供 关于 每 个 车 轴 超 重 的 信息 ,以 便 我 
们 能 够 对 顺序 组 合 进行 重新 排列 , 从 而 得 出 新 的 解 . 重复 这 一 过 程 , 直到 所 有 轴 重 
限制 得 到 满足 . 


| 一 一 丰 头 一 一 “| 拖车 一 一 一 一 一 一 >| 


C B A 
图 24.12 在 车 头 -拖车 装置 中 , 轴 重 的 4, BL C 点 


根据 这 个 问题 的 性 质 , 我 们 并 不 需要 寻求 这 3 个 车 轴 上 每 个 轴 重 的 最 小 值 ， 
为 减轻 一 个 车 轴 的 重量 自动 地 就 会 增加 另 一 个 轴 上 的 重量 . 出 于 这 个 原因 , 现实 的 
目标 是 求 出 轴 重 的 某 种 “ 折 中 的 ”分 布 . 在 我 们 对 问题 详细 分 析 以 后 , 就 能 够 更 明 
白 这 一 点 . 

24.13 给 出 了 拖车 的 一 个 示意 性 的 俯视 图 .整个 拖车 长 度 被 分 成 若干 区 域 ， 
其 区 域 编号 和 边界 大 小 依照 玻璃 箱 的 混 装 方式 有 所 不 同 . 拖车 的 宽度 从 左 到 右 对 称 
地 分 成 两 边 , 每 边 具 有 同样 多 的 “位 置 ”. 一 个 区 域 的 一 个 位 置 用 来 放置 一 箱 玻璃 . 


E 区 域 2 ee 区 域 KK 


拖车 5 拖车 


图 24.13 ”拖车 位 置 的 俯视 示意 图 


轴 重 的 计算 
可 以 用 下 面 的 静态 平衡 方程 来 求 出 轴 重 , 先 求 拖车 轴 重 , 然后 再 求 车 头 的 轴 重 . 
(1) 合力 =0. (2) 合力 矩 =0. 


24.14 是 拖车 的 自由 体 受 力图 . 为 简单 起 见 , 我 们 假定 拖车 有 3 个 区 域 , 但 
分 析 方 法 可 用 于 任意 多 个 区 域 的 情形 . 对 拖车 上 施加 的 力 (HET 3E) 为 


大 = 区 域 上 内 玻璃 箱 重量 , = 1,2,3 
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订 = 拖 车 重量 
R=% 5 个 轮子 上 的 反作用 力 
fa = 后 轴 处 的 反作用 力 


图 中 的 不 同 距 离 ( 米 ) 可 由 拖车 的 几何 尺寸 得 出 . 


24.14 ”拖车 自由 体 受 力图 
拖车 的 静态 平衡 方程 为 


BR fac fs fr — R fa 
fidi fada + fada + frdr — fada = 0 


我 们 有 两 个 未 知 变量 的 两 个 方程 , 得 到 的 解 为 


fa= PAULI + fada + fads + frd) 
R=fi+ foc fs fr-— fa 


(1) 
(2) 


接 下 来 , 我 们 对 图 24.15 中 车 头 的 自由 体 受 力图 进行 类 似 的 分 析 . 车 头 的 重量 
用 fn 表示 , 拖车 受 力 对 车 头 的 作用 等 于 上 面 方程 (2) 计算 出 的 反作用 力 R. 相应 


的 平衡 方程 为 


fnt foc-H-fu 
fudn + Rdr — fpdg —0 


解 出 fs 和 fc, 我 们 有 


fe= dc ndn + Rdg) 
B 
fc=R+ fua - fna 


(3) 
(4) 
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R 


k — GC” 
图 24.15 车头 自由 体 受 力图 
方程 (1), (3), (4) 给 出 了 作用 在 车 头 -拖车 装置 上 车 轴 A, B,C 上 的 反作用 力 


的 解 fa, fp, fc. 令 wawe, wc 表示 车 轴 本 身 的 固定 负载 , 则 车 轴 上 的 净重 量 (F 
克 ) 为 


WA= fat wA (8) 

WB — fp + wn (6) 

Wo — fc * wc (7) 
这 些 都 是 用 于 遵守 政府 规定 的 重量 值 . 


数学 模型 

考虑 有 7 种 玻璃 箱 按 某 种 顺序 混合 放 在 K 个 区 域 , 每 个 区 域 有 J 个 位 置 的 情 
Æ. 方程 (5),(6),(7) 给 出 的 轴 重 可 以 用 原始 作用 力 fu, Ír, fk, k= 1,2,- ,K 表示 
为 


K 
Wa=w4 + AE hd. + frdr (8) 
A k=1 
WBp=wBp+ ds ndn + Rdg) (9) 
Wo=wo+R(1- 28) + fu (1-4) (10) 
其 中 x 
= dk 1 
R= f (1- $) - Urar) 
定义 


。， 1， 车 将 第 i 种 琉璃 箱 放 在 区 域 的 ;位置 
从 lo ÆW 
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w, = 每 箱 第 ; 种 玻璃 的 重量 
BEWE k 区 域 的 玻璃 重量 可 用 rije 计算 为 


I J 

few (Es) Qk-12,.,K 
i=1 j=1 

(8), (9), (10) 中 所 有 其 他 元 素 都 是 已 知 的 . 

在 用 zi. 表示 了 轴 重 后 , 现在 就 能 构造 最 优化 模型 了 . 该 模型 的 主要 目的 是 把 
玻璃 箱 摆 放 在 特定 位 置 上 , 使 得 总 的 轴 重 Wa, Ws, We 保持 在 政府 规定 的 上 限 之 
内 . 我 们 不 能 简单 地 在 模型 中 把 这 些 上 限 作为 Wa < La, Wp € Lg, We € Lc 形 
式 的 约束 , 因为 这 样 做 问题 不 一 定 有 可 行 解 . 在 理想 情况 下 , 我 们 希望 求 出 z;j 的 
E, 尽量 地 减 小 每 一 个 轴 重 . 如 果 得 出 的 最 小 轴 重 量 满足 政府 规定 , 则 这 个 解 就 是 
可 行 的 , 否则 , 就 必须 要 减少 混 装 箱 数 , 并 再 找 出 一 个 新 解 . 求 这 种 “理想 化 ” 解 的 
困难 是 , 根据 问题 的 特点 , 不 可 能 让 每 个 轴 重 都 达到 最 小 , 因为 如 前 所 述 , 这 些 轴 重 
并 不 是 独立 的 , 降低 一 个 车 轴 的 负载 , 必然 会 增加 另 一 个 车 轴 的 载重 量 . 

一 种 接近 于 使 得 每 个 轴 重 都 达到 最 小 的 模型 是 对 最 大 轴 重 求 最 小 , 这 一 模型 的 
优点 是 集中 考虑 所 有 3 个 轴 重 的 最 极端 情况 . 目标 函数 的 数学 表示 为 


min z = max{WaA, Wp, Wo} 
可 以 用 下 面 的 标准 代 换 对 这 个 函数 进行 线性 化 . 令 
y = max{WaA, Wg, Wc} 
则 这 个 目标 函数 可 表示 为 


min z —y 

s.t. WAS y 
We Sy 
Wc Sy 


现在 来 建立 该 模型 的 约束 条 件 . 这 些 约束 条 件 如 下 . 

(1) 每 个 位 置 最 多 允许 装 一 个 玻璃 箱 . 

(2) 不 能 超过 区 域 重量 上 限 . 

(3) 拖车 板 上 的 装 箱 ( 按 类 型 ) 数 不 超 过 最 大 混 装 数 . 
(4) 轴 重 不 超过 政府 规定 . 

(5) 每 个 区 域 的 玻璃 箱 尽 量 往 中 心 放 , 以 防止 拖车 倾斜 
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前 4 个 约束 是 基本 条 件 , 必须 包含 在 模型 里 . 约束 (5) 虽然 放 在 模型 中 , 但 不 重要 ， 
因为 区 域 上 中 的 玻璃 总 重量 是 由 f. 表示 , 它 并 不 是 区 域 宽度 的 函数 . 因此 不 论 解 
如 何 , 实际 的 区 域 装载 量 会 自动 让 玻璃 箱 往 中 心 移动 . 
定义 
Lk = 区 域 & 中 玻璃 载重 量 上 限 , k= 1,2,:…,K 
La = 轴 4( 拖 车 后 轴 ) 上 的 允许 重量 上 限 
Lg = 轴 B( 车 头 后 轴 ) 上 的 允许 重量 上 限 
Lc = fü C( 车 头 前 轴 ) 上 的 允许 重量 上 限 
约束 (1) 到 (5) 用 数学 公式 表示 为 


了 
osi j212,9,4; k-12,-,K (1) 
i=1 
J 
Dw Tijk < Lr, k=1,2,.……,K (2) 
i=1 j=1 
1 K 
3 > zk 和 Nii=12 (3) 
j=1 k=1 
Wa x LA (4a) 
Wp «€ Lp (4b) 
Wc <S Lc (4c) 
了 I J 
y» <S YTijtuk, j 一 1,2,- :本 一 了 k= 1,2, --- QK (5a) 
i-l i-1 


I I JJ 
y» 之 osos j= FF ,J — l; k= 1,2, ,K (5b) 
i=1 i=1 


I 和 J 如 前 面 定 义 的 , 表示 玻璃 种 类 数 和 每 个 区 域 的 位 置 数 . 

约束 (3) 没有 设 成 等 式 约束 , 是 为 了 必要 时 可 以 让 模型 装载 量 少 于 订货 量 , 以 
满足 由 约束 (4) 所 给 出 的 规定 上 限 . 但 是 由 于 模型 的 目标 是 要 让 最 大 轴 重 y 达到 
最 小 , 而 约束 (3) 是 一 个 不 等 式 , 因此 显然 最 优 解 就 是 不 让 拖车 板 上 装载 任何 玻璃 
箱 . 为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 把 目标 函数 改 成 在 不 违反 规定 的 前 提 下 装载 尽 可 能 多 
的 玻璃 箱 . 

定义 非 负 变量 sk, 上 = 1,2,… ,KK, 使 得 


I J 
wi Tijk + sk = Lr, k=1,2,...,K (2a) 
i=l j=1 


808 第 24 章 案例 分 析 


我 们 的 思路 是 让 这 个 松弛 变量 sr, k = 1,2,… ,KK 能 取 最 小 值 , 这 样 反 过 来 也 就 要 
求 装载 由 约束 (3) 所 允许 的 最 多 的 箱 数 . 现在 的 情况 是 , 我 们 需要 求 目标 函数 所 定 
XE y, 以 及 所 有 si, sz,… ,sx 的 最 小 值 . 为 了 达到 这 个 目的 , 一 种 合理 的 方法 是 
把 目标 函数 定义 为 x 
min z— yd » Sk 

k=1 
这 个 新 的 目标 函数 的 所 有 部 分 的 单位 都 是 千克 . 
AMPL 的 求解 策略 


对 上 述 给 出 的 情形 , 我 们 编制 了 一 个 AMPL 模型 . 不 幸 的 是 , 如 许多 典型 的 线 
性 整数 规划 一 样 , 该 模型 运行 了 4 个 多 小 时 也 没 能 算出 一 个 可 行 解 . ASAN 
Ye" 的 结果 使 我 们 不 得 不 对 数学 模型 进行 修改 . 去 掉 所 有 的 约束 (4), 并 采用 了 下 面 
的 求解 策略 . 

第 1 步 运行 这 个 AMPL 模型 . 如 果 最 优 解 满足 所 有 的 轴 重 规定 限制 , 停止 ; 
否则 , 转 到 第 2 步 . 

第 2 步 去 掉 订货 箱 数 最 小 的 订单 . 回 到 第 1 步 . 

这 里 的 思路 是 , 从 混 装 方案 中 去 掉 一 些 订货 箱 数 , 最 终 达到 某 一 点 , 使 得 所 有 
的 规定 限制 得 到 满足 . 在 这 种 情况 下 , 去 掉 订货 箱 数 最 小 的 订单 是 合理 的 . 

所 提出 的 这 个 策略 假定 , 顾客 必须 一 次 得 到 所 有 的 订货 量 ， 还 有 一 种 方法 是 ， 
一 次 运送 部 分 订单 量 , 以 最 大 限度 地 利用 拖车 装载 容量 , 这 样 做 显然 更 有 利 . 这 种 
方法 只 需要 把 现在 的 策略 改 成 把 订货 量 一 次 减 小 一 箱 (代替 去 掉 整 个 订单 量 )， 

文件 amplCase7.txt 给 出 了 实现 所 提出 策略 的 程序 . 这 个 程序 无 需 另 外 解释 ， 
因为 它 使 用 了 数学 模型 中 的 符号 . 该 模型 的 solve 程 序 段 能 够 对 得 出 解 的 可 行 性 进 
行 检查 . 假如 不 满足 规定 的 话 , 它 就 会 自动 去 掉 最 小 订货 量 的 订单 , 并 重新 对 模型 
进行 优化 . 继续 这 一 过 程 , 直到 实现 可 行 性 . 

图 24.16 给 出 了 针对 某 些 特定 的 输入 数据 所 得 出 的 AMPL 输出 结果 .输出 
部 分 表明 , 第 一 个 解 不 满足 规定 上 限 . 去 掉 第 3 号 订单 并 重新 优化 后 , 实现 了 可 行 
性 , 计算 过 程 终止 . 


思考 题 


1. 对 原先 的 问题 建立 AMPL 模型 , 其 中 所 有 的 规定 上 限 都 用 显 式 约束 表示 , 试 
着 算出 一 个 解 . 

2. 修改 amplCase7.txt 文件 , 允许 部 分 订货 量 . 所 得 到 的 解 和 图 24.16 的 解 有 何 
不 同 ? - 


(D H CPLEX 9.1.3 计算 , 大 约 20 分 钟 得 出 了 这 个 结果 , 生成 了 4 471 785 个 B& B 节点 . 


案例 7 PFG 建材 玻璃 公司 的 拖车 有 效 荷载 优化 问题 809 


INPUT DATA: 

Nbr of glass types = 
Packs of type 1 
Packs of type 2 
Packs of type 3 
Packs of type 4 

Nbr of slots per zone = 

Nbr of zones = 3 


Weight limit for zone 1 = 10000 kg 
Weight limit for zone 2 = 10000 kg 
Weight limit for zone 3 = 10000 kg 


Trailer axle weight - 3000 kg 
Hauler rear axle weight = 1500 kg 
Hauler front axle weight limit = 2000 kg 


Total trailer axle weight limit - 24000 kg 
Total hauler rear axle weight limit = 18000 kg 
Total hauler front axle weight limit = 8000 kg 


OUTPUT RESULTS: 

Zone 1 weight = 29982 kg 

Zone 2 weight = 9014 kg 

Zone 3 weight = 6300 kg 

Total weight at trailer axle = 25277.4 kg 

Total weight at hauler rear axle = 15915.8 kg 

Total weight at hauler front axle = 5902.9 kg 

INFEASIBLE SOLUTION: Total trailer axle weight exceeds limit by 1277. 


in zone 
in zone 
in zone 
in zone 
in zone 
in zone 
in zone 
in zone 


Packs of type 
Packs of type 
Packs of type 
Packs of type 
Packs of type 
Packs of type 
Packs of type 
Packs of type 
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Searching for a feasible solution...attempt 1: Order nbr 3 removed 
Zone 1 weight = 9930 kg 

Zone 2 weight = 7866 kg 

Zone 3 weight = 3500 kg 

Total weight at trailer axle = 22026.5 kg 

Total weight at hauler rear axle = 165098.5 kg 

Total weight at hauler front axle = 5971 kg 


FEASIBLE SOLUTON: objective =30730.53 
Packs of type 1 in zone 2 
Packs of type in zone 

Packs of type in zone 

Packs type in zone 

Packs type in zone 

Packs type in zone 

Packs type in zone 


图 2416 PFG 模型 的 AMPL 输出 结果 
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案例 8 Weyerhaeuser 木材 切割 及 圆 木 分 配 的 优化 问题 @ 


工具 : 动态 规划 
应 用 领域 : 木材 厂 工 艺 
问题 描述 

成 材 的 大 树 被 砍伐 下 来 , WARAK, 供 不 同 的 木材 厂 生产 出 不 同 的 最 终 产品 
(比如 建筑 木材 、 胶 合板 、 圆 片 和 纸张 等 ). 供给 每 个 木材 厂 的 圆 木 规格 (例如 长 度 、 
两 端 直径 ) 根据 该 木材 厂 生产 的 最 终 产品 的 要 求 有 所 不 同 . 用 砍伐 下 来 的 100 英尺 
高 的 树木 , 按照 木材 厂 要 求 的 切割 组 合 方式 数 可 能 非常 大 . 根据 树木 切割 方式 的 不 
同 , 造成 的 收益 也 不 同 . 本 问题 的 目标 是 求 出 切割 的 组 合 方式 , 使 得 总 收入 达到 最 
大 . 
数学 模型 

模型 的 基本 要 求 是 , 我 们 不 可 能 有 一 个 最 优 的 方案 应 用 于 某 种 “平均 ”的 树木 . 
因为 一 般 来 讲 , 砍伐 下 来 的 树 其 长 度 和 直径 都 不 同 . 这 就 意味 着 我 们 必须 根据 每 棵 
树 来 确定 最 优 的 切割 方法 和 圆 木 段 的 分 配 . 

这 个 模型 的 一 个 简化 的 假设 是 , 一 棵 砍伐 下 来 的 树 的 可 用 长 度 工 (英尺 ) 是 某 
个 最 小 长 度 KER) 的 一 个 倍数 . 此 外 ,从 这 棵 树 切 下 来 的 一 段 圆 木 的 长 度 也 是 
K 的 某 个 倍数 . 这 就 是 说 , 圆 木 只 能 最 小 有 KER, 最 大 长 度 为 NK 英尺 长 ,其 中 
的 N 按照 定义 , NSE. 


X 
M= 需要 图 木 的 木材 三 数 
I-— 
Rali j= 在 木材 厂 m, 从 长 度 iK 的 一 段 树 干 的 粗 端 切割 下 来 的 长 度 为 
jK 的 圆 木 所 产生 的 收益 , m = 1,2,:…,M;i=1,2,.…,1;j=1,2,...,N; 
j&ic- 在 树木 的 i 点 进行 切割 的 费用 , i = 1,2,:… 1-1 
eu c 如 果 了 < :; 
^ |0, m&j-i 
从 e 的 定义 可 以 看 出 , 若 树干 的 长 度 iK 等 于 所 需要 的 圆 木 长 度 jK, 则 不 需 
要 切割 . 
为 了 理解 符号 RGj 的 含义 , 图 24.17 给 出 了 了 = 8, L = 8K 的 一 棵 树 
的 示意 图 . 在 A 点 和 B 点 进行 切割 , 切 出 一 段 圆 木 供给 木材 厂 1, 两 段 给 木材 厂 
2. 切割 从 树木 的 粗 端 开始 , 在 4 点 给 木材 厂 2 切割 出 圆 木 段 1, 这 次 切割 对 应 于 
(i = 8,7 = 3), 产生 出 收益 R2(8, 3). 现在 剩 下 的 树干 长 度 有 5K, 下 一 次 在 B 点 的 


(D 资料 来 源 : M. R. Lembersky and U. H. Chi, "Decision Simulators Speed Implementation and 
Improve Operations," Inter faces, Vol.14, No.4, pp.1-15, 1984. 
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切割 为 木材 厂 1 切 出 圆 木 段 2, 长 度 为 2K. 这 段 圆 木 对 应 于 (i = 5,j = 2), 产生 
收益 Ri(5,2). 剩 下 的 长 度 为 3K 的 树干 刚好 等 于 给 木材 厂 2 的 圆 木 段 3 的 长 度 ， 
因此 不 需要 再 做 切割 . 相应 的 收益 为 R2(3, 3). 对 应 这 个 解 的 切割 费用 是 css = c, 


C52 = C, C33 = 0. 


I ——————————— IBK 


i=1 i=2 - i—8 


BEES. L2 四 木 ?工厂 1 ELI 2 


kK ! B ' A '!' ' 
图 24.17 两 个 木材 厂 情 形 的 典型 解 


这 个 问题 可 以 用 动态 规划 模型 来 刻画 和 求解 . 
令 
f(i) = 当 剩 下 的 树干 的 长 度 为 iK 时 的 最 大 收益 , i = 1,2,:… ,了 
则 这 个 DP 的 递归 方程 可 写成 


f(0)20 
f()-—,,max Uta, 7) — Ci Tjfü-3) i= 1,2,..- ,了 


in N) 
—-1h2.-,M 


上 述 递归 方程 的 概念 是 , 给 定 树干 的 长 度 iK, f(i) 是 一 个 收益 函数 , 等 于 切割 
一 段 长 为 j(< i) 圆 木 的 收益 , 减 去 切割 费用 , 加 上 从 剩余 长 度 为 (i 一 7)K 的 树干 中 
得 到 的 最 佳 累计 收益 . 


实例 计算 


递归 方程 按照 顺序 f(1), f(2),… FU) 来 计算 . 问题 中 有 两 个 木材 广 (M = 2)， 
一 棵 树 长 度 为 L = 12 XR, 最 短 圆 木 为 K = 2 英尺 长 , 因此 得 出 7 = 6. 一 次 切 
割 的 费用 是 c = $0.15, 每 个 木材 厂 都 接受 长 度 为 2,3,4,8, 10 英尺 长 的 圆 木 , 这 意 
味 着 N = 5. 图 24.18 是 这 个 例子 的 电子 表格 程序 解 (文件 excelCase8.xls)， 基 本 
的 DP 运算 ( 行 15~20) 有 一 部 分 是 自动 进行 的 , 当 行 6~11 中 的 Ri, 7) 改变 了 
以 后 , 计算 结果 也 自动 修改 . 所 有 的 黑体 数字 需要 手工 输入 . 这 个 电子 表格 程序 局 
限于 T= 6, N = 5, M = 2, 实际 上 只 允许 修改 Rali, j) 的 值 ?. 电子 表格 的 5~11 
行 给 出 了 Rn,(i,j), ;< i 的 值 . 注意 对 于 一 个 指定 的 7 了 = j^, Raj) 的 值 随 着 i 
增加 , 以 反映 圆 木 两 端 直径 的 增 大 . 


Q 这 些 电子 表格 公式 应 该 提供 足够 的 信息 ,使 它 能 适合 其 他 的 输入 数据 ， 还 可 以 用 VBA 的 宏 命令 来 
开发 一 个 一 般 性 的 电子 表格 程序 , 用 来 指定 矩阵 Rm (i, j) 的 大 小 , 并 能 自动 进行 所 有 的 计算 . 
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图 24.18 ”案例 8 的 电子 表格 程序 解 
为 了 说 明 行 15~20 中 的 动态 规划 计算 ， 注意 到 每 个 阶段 由 一 行 组 成 , 因为 在 阶 
B i, 该 系统 状态 只 有 一 个 值 , 即 局 部 树干 长 度 . 在 阶段 i = 1, (剩余 ) 树干 长 度 是 
1K, 因此 只 能 得 到 长 度 为 1K( 即 ; = 1) 的 圆 木 . 还 有 , 因为 没有 做 切割 , c = 0. 
因此 有 
f(1) 2 max(R3(1,1) — eii + f(0), R2(1,1) — c11 + f(0)} 
—max(1—0--0,1.1-04-0) 211 
阶段 i= 1 时 对 应 的 最 优 决策 是 , 为 木材 厂 2 (m* = 2) 切割 一 段 长 为 1K(j* = 
1) WAX, 即 G*,m*) = (1,2). 
对 阶段 2(; = 2), 为 这 两 个 木材 厂 (m = 1 或 2) 提供 的 圆 木 长 度 都 可 以 是 1K 
或 2K (BB, j = 1 8X 2), 因此， 
f(2) = max(Fi(2, 1) — c21 + f (1), R1 (2,2) — c22 + f (0), R2(2,1) — c1 + f (1), 
R»(2, 2) 一 €22 + f(0)) 
—max(1.1 — 0.15 + 1.1,1.15 — 0 + 0, 1.1 — 0.15 + 1.1,2.3 — 0 + 0] 
= max(2.05, 1.15, 2.05, 2.3) = 2.3 
相应 的 最 优 决 策 是 (7*,m*) = (2,2), 要 求 为 木材 厂 2 切割 一 段 长 度 为 2K WAR. 


类 似 地 进行 余下 的 计算 , 如 图 24.18 中 的 行 15~20 所 示 . 注意 到 , 电子 表格 中 单 
元 B15:F20, H15:L20, M15:M20 是 自动 产生 的 . N15:N20 中 的 (7*,m*) 在 15-20 行 
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自动 计算 完 以 后 由 手工 输入 . 行 15~20 手工 输入 的 内 容 确定 了 f(i),i = 1,2,.…… ,6. 
从 单元 N15:N20 读 出 下 列 最 优 解 : 


(i =6) => G*,m') = (2,2) > (i = 4) 5 (j*,m*) = (1,2) => 
(i =3) > G*,m*) = (1,1) > 6 = 2) ^ (*,m*) = (2,2) 


这 个 最 优 解 要 求 , 在 i= 2,3,4 点 进行 切割 , 这 棵 树 的 总 价值 为 $9.85. 
实际 应 用 


上 述 动态 规划 模型 的 结果 可 为 实际 操作 工人 在 木材 厂 日 常 作业 中 使 用 . 这 样 ， 
就 必须 把 模型 编制 成 一 个 用 户 友 好 的 系统 , 其 中 那些 复杂 的 动态 规划 计算 对 于 用 户 
来 说 是 透明 的 . 这 正 是 Lemberskey and Chi [1] 在 开发 VISION (Video Interactive 
Stem Inspection and OptimizatioN, 可 视 交 互 式 树 干 检查 与 优化 ) 系统 时 的 做 法 . 该 
系统 带 有 一 个 伐木 地 区 大 量 代 表 性 树干 样本 的 数据 库 . 这 些 数 据 包括 树干 的 几何 
和 质量 数据 (例如 , 枝 节 的 位 置 ), 以 及 不 同 长 度 和 直径 树干 的 价值 (3676). 另外 还 
提供 了 不 同 木材 厂 所 需要 的 质量 特点 . 

VISION 系统 的 典型 用 户 操 作 步 绝 如 下 . 

第 1 步 操作 工人 可 以 从 数据 库 里 选择 , 或 利用 VISION 系统 提供 的 图 形 功能 创 
建 一 个 样本 树干 , 从 而 在 计算 机 屏幕 上 得 到 该 树干 的 一 个 实际 显示 图 . 木材 厂 所 要 
求 的 圆 木 也 可 以 从 数据 库 中 选择 . 

第 2 步 "EBENE Lor T BETIS, 操作 工人 可 以 根据 经 验 把 该 树干 “切割 ” 成 若干 
AKR. 接 下 来 , 要 求 系统 给 出 一 个 最 优 DP 解 . 在 这 两 种 情况 下 , 所 得 到 的 圆 木 段 
和 相应 的 收益 值 都 会 以 图 形 方式 显示 在 屏幕 上 . 这样 用 户 就 有 机 会 对 这 两 种 解 进 
行 比较 . 尤其 要 仔细 对 DP 给 出 的 解 进行 检查 , 保证 所 给 出 的 圆 木 段 符合 质量 要 求 . 
若 不 符合 的 话 , 用 户 可 以 对 切割 方案 进行 修正 . 在 每 种 情况 下 , 都 会 显示 该 树干 相 
应 的 收益 值 用 来 进行 比较 . 

在 VISION 系统 中 , DP 优化 对 于 用 户 是 完全 透明 的 . 此 外 , 由 于 输出 结果 的 
交互 式 图 形 特 点 , 这 个 系统 还 可 以 用 来 对 操作 工人 进行 培训 ,以 提高 操作 者 的 决策 
技巧 . 该 系统 的 设计 表明 , 我 们 能 够 把 复杂 的 数据 模型 嵌入 到 一 个 用 户 友好 的 计算 
机 系统 . 


思考 题 


1. 假设 在 上 面 的 例子 中 增加 第 3 家 木材 厂 , 它 要 求 圆 木 段 的 长 度 有 4 英尺 .6 英尺 
和 8 英尺 . 这 个 新 的 木材 三 有 下 面 的 R(i,j): R(2,2) = $2.50, R(3,2) = $2.70, 
R(3,3) = $3.10, R(4,2) — $2.90, R(4,3) — $3.30, R(4,4) — $4.20, R(5,2) — 
$3.10, R(5,3) — $3.90, R(5,4) — $4.60, R(6,2) — $3.50, R(6,3) — $4.20, 
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R(6,4) = $5.10. 修改 电 子 表格 程序 excelCase8.xls, 针对 长 度 为 10 和 12 
的 树木 , 求 出 最 优 解 . 


案例 9 ”计算 机 集成 制造 (CIM) 设施 的 布局 规划 ? 


工具 : AHP, GP 
应 用 领域 : 设施 布局 规划 
问题 描述 . 

在 某 个 学 术 机 构 , 要 把 一 幢 腾 空 的 5 100 平方 英尺 的 大 楼 用 来 为 工程 学 院 建立 
一 个 CIM 设施 中 心 , 作为 教学 和 科研 实验 室 , 并 建成 一 个 产业 技术 进步 中 心 . 学 院 
向 教师 们 征集 了 有 关 新 建 实验 室 布局 规划 的 建议 . 表 24.11 列 出 了 中 心 内 每 个 单位 
理想 情况 下 以 及 最 低 要 求情 况 下 的 面积 . 走廊 至 少 占 (实际 ) 总 面积 的 15%. 单元 
1~5 主要 用 作 教 室 , 每 个 教室 必须 能 容纳 10~30 名 学 生 . 

表 24.11 中 的 理想 面积 比 大 楼 总 面积 多 出 了 约 1 300 平方 英尺 , 这 就 要 求 分 配 
给 某 些 单元 的 实际 面积 必须 要 减少 . 面积 的 分 配 应 考虑 到 这 个 新 的 CIM 设施 中 心 
有 3 大 功能 : 教学 、 科 研 和 产业 服务 . 教学 需要 在 单元 155 的 教室 上 课 , 科研 包括 
咨询 项 目 和 研究 生 课 题 , 这 两 项 任务 都 要 在 实验 室 进 行 . 大 家 都 认为 , 该 中 心 至 少 
有 2 个 咨询 项 目 和 6 个 研究 生 课 题 同时 开展 . 而 产业 服务 主要 是 以 继续 教育 研讨 
会 的 形式 , 在 接待 大 厅 和 报告 厅 进 行 (单元 11). 


表 24.11 ”理想 的 和 最 少 的 单元 面积 a 
单 x 用 途 说 明 理想 面积 (ft?) 绝对 最 小 面积 (ft2) 
1 包装 间 1 450 一 
2 生产 机 床 148 一 
3 计算 机 辅助 设计 /微机 房 120 一 
4 实物 模拟 实验 室 530 一 
5 智能 控制 工作 站 130 - 
6 原材料 转化 165 一 
7 组 装 230 172 
8 科研 项 目 400 一 
9 技术 员工 作 室 160 ' 120 
10 材料 存放 区 360 126 
11 接待 和 报告 厅 900 一 
12 机 器 人 系统 140 60 
13 自动 库存 提取 系统 500 200 
14 传送 系统 200 150 
15 走廊 空间 1 000 一 


总 面积 6 433 


(D 资料 来 源 : C. Benjamin, I. Ehie, and Y. Omurtag, "Planning Facilities at the University of 
Missouri-Rolla," Inter faces, Vol.22, No.4, pp.95-105, 1992. 
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为 了 满足 中 心 的 教学 (T), 科研 (R) 和 服务 (S)3 大 功能 , 学 院 成 立 了 一 个 负责 
面积 分 配 的 委员 会 , 确定 了 该 中 心 的 以 下 4 个 主要 目标 . 

目标 G1: 假设 教室 1~5 每 天 的 实验 利用 时 间 分 别 为 5,5,4,4,4 个 小 时 , 这 5 个 
教室 每 天 的 学 术 利用 率 是 270 个 学 生 实验 -小 时 , 每 次 实验 有 10~30 个 学 生 参 加 . 

目标 G2: 分 配给 实物 模拟 实验 室 (单元 4) 的 面积 尽 可 能 接近 于 要 求 的 理想 面 
积 数 (= 530 ft’). 

目标 G3: 整个 设施 要 能 提供 给 共 15 个 并 行 的 研究 项 目 和 研究 生 课 题 , 随时 至 
少 有 2 个 研究 项 目 和 6 个 研究 生 研究 课题 同时 进行 . 

目标 G4: 继续 教育 报告 厅 (单元 11) 至 少 要 有 25 人 以 上 的 座位 , 每 位 听众 平 
均 占 20 ft?. 
目标 的 优先 级 

这 个 问题 涉及 多 个 目标 , 因此 问题 求解 的 第 一 步 就 是 要 确定 这 些 目标 的 优先 
级 . AHP( 第 11.1 节 ) 对 于 这 个 目的 而 言 是 一 种 合适 的 分 析 工 具 . 规划 委员 会 的 5 
位 成 员 每 人 做 出 了 两 组 比较 和 矩阵: 第 一 组 对 教学 、 科 研 和 服务 的 主要 面积 进行 排 
BA, 而 第 二 组 矩阵 对 目标 G1 到 G4 进行 打分 . 表 24.12 和 表 24.13 汇总 了 5 位 委 
员 会 成 员 所 给 出 的 打分 结果 . 


表 24.12 对 教学 (T), 科研 (R) 和 服务 (S) 的 比较 矩阵 


对 这 5 位 委员 给 出 的 比较 矩阵 , 利用 几何 平均 化 简 为 一 个 单一 的 比较 矩阵 , 因 
为 几何 平均 保证 了 合并 和 矩阵 的 元 素 ci 和 aj; 对 所 有 的 i 和 j 满足 所 要 求 的 倒数 
关系 ij = an. 例如 , 从 表 24.12 中 我 们 有 


aiz = V2x3x1x4x3=2.352 


sll 1 1 1 1 
—eé-.xl2lx-2x-x--04 
021 2*3*1*34*3 0.425 


随后 列 出 所 得 出 的 比较 矩阵 ( 见 文 件 excelCase9a.xls) : 
工 R S 
T / 1.000 2.352 6.258 
A= R | 0.425 1.000 4.743 


S \0.160 0.211 1.000 


816 第 24 章 案例 分 析 


G2 
1.149 
1 
0.517 
0.700 


0.871 
0.758 
0.530 


表 24.13 目标 G1, G2, G3, G4 作为 教学 (T) 
教学 (了 ) 


Gi G2 G3 G4 
1 1 2 6 


委员 2 


G1 G2 G3 G4|C1 G2 G3 G4 
1 


1 1 2 


委员 3 


G1 G2 G3 G4|G1 G2 G3 G4|G1 G2 G3 G4 
1 
1 


G3 
1.320 
1.933 

1 
0.461 


、 科研 (R) 和 服务 (S) 的 函数 的 比较 矩阵 


委员 4 委员 5 


Gl G2 G3 G4 


1 1 3|1 2 2 
1 2 


12 1 


1 


2 


G1 G2 G3 G4|G1 G2 G3 G4 


XERE A, Ar, An, As 运用 AHP 计算 , 按照 excelCase9b.xls 中 的 目标 G1, 
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G2, G3, G4 排队 , 结果 为 : 


目标 权重 值 
G1 0.362 
G2 0.285 
G3 0.255 
G4 0.098 


排队 结果 表明 , G1( 教 学 ) 得 到 最 高 优先 级 , G4( 服 务 ) 的 优先 级 最 低 . 这 意味 着 , 在 
求解 相应 的 目标 规划 时 , 优先 级 顺序 是 G1 > G2 > G3 > G4. 

电子 表格 程序 中 的 AHP 计算 显示 , 所 有 和 矩阵 A, Ar, Ar, As 的 一 致 性 比 都 
在 可 接受 的 范围 之 内 (< 0.1). 


目标 规划 的 建 模 
令 
ai = 分 配给 单元 i 的 理想 面积 (ft?)，i = 1,2,...,15 
zi 二 分 配给 单元 i 的 实际 面积 与 理想 面积 的 比例 ，0 < mi < 1, 
i=1,2,...,15 


对 CIM 中 心 不 同 单元 的 实际 分 配 面积 涉及 目标 G1, G2, G3, G4, 按照 AHP 计算 得 
出 了 优先 级 次 序 , 即 G1 > G2 > G3 > G4. 除了 灵活 的 目标 约束 以 外 , 每 个 目标 还 
有 一 些 严格 的 约束 限制 . 
目标 G1( 每 天 的 学 生 实 验 -小 时 目标 数 =270): 
令 

二 参加 实验 j 的 学 生 数 ， 10 < yj < 30，j=1,2,.…,5 

hj; = 实验 室 j 每 天 利用 的 小 时 数 ， j = 1,2,… ,5(= 5,5,4,4,4 个 小 时 ) 

ci 二 每 个 学 生 在 实验 室 单元 1,2,-…… ,5 所 需要 的 面积 数 (= 10 ft?) 

惠 = 所 有 实验 室 每 天 使 用 小 时 的 目标 数 (= 270) 

2 一 目标 G1 没有 实现 的 量 

qi = 目标 G1 超额 实现 的 量 


因此 , G1 的 问题 可 表示 为 
min G1 = Pı 


QjT 
s.t. y < 
1 * 
O0sz;&l ， 了 一】 2… ,5 


10 < y; < 30 
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5 
)owtn-a-2H 
j=1 


ni, q1 2 0, 所 有 的 y; 为 整数 


目标 G2( 分 配给 实物 模拟 实验 室 的 理想 面积 r4 = 1): 
G2 的 问题 如 下 : 


min G2 = p 

s.t. 74 +p2— qQ =1 
O<zr4<S1 
P2, q2 20 


目标 G3( 并 行 研究 项 目 和 课题 的 总 数 > 15): 


令 
wi = 研究 项 目 数 (> 2) 
wz 二 研究 课题 数 (> 6) 
b= 每 个 研究 项 目 所 需要 的 面积 (= 36 ft?) 
b; = 每 项 研究 课题 所 需要 的 面积 (= 48 ft?) 
G3 的 问题 为 


min G3 = p3 

s.t. wı + w2 + ps — q3 = 15 
biw + bus X agg 
w122 
w2 26 
Oxcaxl 
pa, q3 20 


目标 G4( 继 续 教 育 教室 容量 > 25 A): 
令 


z= 每 次 继续 教育 研讨 班 的 参加 人 数 
d= 每 位 听课 人 员 需 要 的 平均 教室 面积 (= 20 ft?) 


G4 的 问题 为 
min G4 = p4 
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s.t. Z 十 D4 一 94 一 25 


dz < Q11711 


Ogzugl 
z 之 0， 取 整数 
P4, q4 之 0 
适用 于 所 有 目标 的 强制 性 约束 是 
(1) 可 分 配 的 总 面积 : 
15 
Y az 一 4 
i-l 
(2) 需要 的 最 小 面积 ; 
CEP PE zo> pes zu > p, zi > Ee zu > ox 
(3) ERER: 
CQ15715 之 0.154 
模型 求解 


可 以 通过 把 所 有 目标 合并 成 一 个 目标 函数 , 即 用 AHP 对 每 个 目标 G1, G2, G3, 
G4 的 优先 级 赋 以 权重 0.337, 0.288, 0.240, 0.134 来 求解 这 个 问题 , BD, 


min G = 0.362p1 + 0.285p2 + 0.255p3 + 0.098p4 


这 个 合并 问题 的 约束 , 包括 所 有 G1 到 G4 的 约束 条 件 , 加 上 共有 的 强制 性 约束 . 
文件 amplCase9.txt 提供 了 该 问题 的 一 个 AMPL 程序 模型 , 图 24.19 给 出 了 解 

的 结果 . 该 结果 表明 , 目标 G1 被 每 天 3 个 学 生 -小 时 数 实现 得 过 多 , 目标 G3 有 6 

个 课题 未 能 达到 目标 , 而 目标 G4 刚好 实现 . 

灵敏 度 分 析 


用 于 AHP 计算 的 提供 了 原始 数据 的 偏好 矩阵， 是 参与 打分 过 程 的 每 个 人 的 
一 种 主观 评价 ， 可 以 用 灵敏 度 分 析 来 研究 数据 偏差 对 解 的 影响 . 有 意思 的 是 , 用 
AMPL 模型 所 作 的 实验 显示 , 不 管 我 们 对 目标 所 赋予 的 权重 如 何 , 所 得 到 的 解 仍 保 
持 不 变 , 的 确 , 应 用 于 目标 权重 的 AMPL 的 灵敏 度 分 析 提 供 了 如 下 结果 : 


p. 下 降 p. 不 变 p. 上 升 
G1 0 0.362 1e4-20 
G2 0 0.285 1e+20 
G3 0 0.255 1e4-20 
G4 0 0.098 le+20 
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这 些 结果 说 明 , 对 任何 0 到 无 穷 大 之 间 的 权重 值 , 最 优 解 保持 不 变 . 这 一 现象 
表明 有 一 种 特殊 的 可 行 解 空间 , 可 能 只 有 一 个 点 构成 , 因此 最 优 解 与 目标 函数 无 关 . 


Projects: 


Contract 3 
Research 6 


Space allocation: 

Unit Factor Actual sq ft 

.094 135 

.000 148 

833 99 
530 
130 
165 
230 
400 
160 
360 
900 
141 
500 
200 
1000 

Totals 5099 


O 0-4 0o 0 hh 0 Ww 2 


me pb j E 
e w Nme Oo 

m p a od a oM e d d d d A OOl O 
MEM" 


m 
a 


Student enrollments in labs: 
Lab 1 11 
Lab 2 14 
Lab 3 10 
Lab 4 17 
Lab 5 10 


Deviational variables: 
P 


图 24.19 面积 分 配 问 题 的 AMPL 输出 结果 
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从 上 面 的 结果 中 , 我 们 得 出 的 主要 经 验 就 是 , 假如 我 们 能 用 我 们 对 目标 权重 所 
做 出 的 最 好 的 “推测 ”来 构造 出 这 个 目标 规划 问题 , 然后 对 这 些 权 重 的 改变 可 能 对 
解 的 影响 进行 仔细 的 研究 的 话 , 那么 前 面 进行 的 所 有 AHP 计算 都 可 以 省 去 了 . 当 
然 , 我 们 建立 模型 的 方法 是 合理 的 , 而 且 我 们 后 来 才 发 现 这 一 现象. 但 不 管 怎样 , 这 
个 经 验 说 明 , 在 不 影响 最 终 建 议 方案 准确 性 的 前 提 下 , 如 果 能 够 找到 更 简单 的 方法 ， 
我 们 就 不 应 该 采用 较 复杂 的 分 析 工 具 (例如 AHP) — 


思考 题 


1. 假设 大 楼 的 实际 面积 有 5 600 ft?, 且 进 一 步 假定 单元 11( 报 告 厅 ) 要 求 的 理想 
面积 为 1 000 ft?, 求 最 优 解 . 


案例 10 ”旅店 客房 的 预定 上 限 问题 ? 


IR: 决策 树 分 析 
应 用 领域 : 旅店 业 
问题 描述 

La Posada 旅店 共有 300 间 客 房 , 旅店 的 顾客 既 有 商务 人 士 , 也 有 休闲 旅游 者 . 
客房 可 以 事先 预定 (通常 给 休闲 游客 ), 并 享受 优惠 . 而 商务 出 差 人 士 总 是 订房 比较 
We, 付 全 价 . 因此 , La Posada 旅店 必须 对 租 给 休闲 游客 的 折扣 价 客房 设 定 一 个 预定 
ER, 以 便 从 付 全 价 的 商务 顾客 那里 获得 更 大 的 收益 . 


数学 模型 


令 N 表示 所 有 客房 数量 , 并 假定 按 全 价 销售 的 客房 保留 数 为 Q+1,0< @ < N. 
相应 的 预定 上 限 ( 按 折扣 价 销售 的 客房 数 ) 就 是 N —Q -1. 图 24.20 是 该 问题 的 示 
意图 . 

为 了 确定 是 否 应 将 全 价 房 预 留 数 从 Q + 1 减少 为 Q, 我 们 利用 图 24.21 中 的 决 
策 树 . 设 D 是 一 个 随机 变量 , 表示 过 去 的 或 者 预测 的 对 全 价 (商务 人 士 ) 房 的 需求 
E. 进一步 , 令 c 为 全 价 价格 , a 是 折扣 价格 (d < c). 把 保留 数 从 Q +1 减少 到 Q 
的 决策 意味 着 房间 Q + 1 肯定 能 够 按照 折扣 价 d 销售 出 去 , 因为 这 种 机 会 很 大 . 另 
一 方面 , 不 降低 全 价 房 预 留 数 预 会 产生 两 种 不 确定 的 结果 : 假如 对 商务 房 的 需求 量 
大 于 或 等 于 @ +1, 则 房间 8 + 1 就 会 按照 全 价 c 卖 出 ; 否则 的 话 , 这 间 客 房 根 本 就 
出 租 不 出 去 . 相应 的 概率 分 别 为 P{D > Q1) 和 P{D < Q}. 这 样 就 可 以 得 到 下 
面 的 结论 : 若 

d2cP(D2Q-41)40P(D&Q) 


(D 资料 来 源 : S. Netessine and R. Shumsky, "Introduction to the Theory and Practice of Yield 
Management," INFORMS Transactions on Education, Vol.3, No.1, pp.20-28, 2002. 
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或 
c—-d 


P{D < Q} > 
则 应 该 采取 把 预 留 数 降低 到 Q 的 决策 . 


c 


以 折扣 价格 出 租房 间 Qt1 ， 
ü 


以 全 价 价 格 出 租房 间 Q@+1 $c 
P(DZ Q+} 


客房 Q+1 无 法 出 租 80 
P(Dx QJ 


图 24.20 ”预订 上 限 和 预 留 数 24.31 求 预 留 客房 数 Q 的 决策 树 
如 果 我 们 知道 了 需求 D 的 分 布 , 以 及 单位 价格 c 和 d, 就 可 以 决定 预 留 数 Q 
了 . 
数据 采集 


决定 预 留 房间 数 记 需 要 的 最 重要 的 信息 就 是 对 全 价 客房 的 需求 分 布 . 为 此 可 以 
采用 某 个 时 间 段 上 的 历史 数据 . 使 用 一 批 客房 Q 按 全 价 预 定 的 天 数 就 能 估计 出 需 
求 概率 PUD =Q}, 以 此 可 以 确定 出 累积 概率 来 . 表 24.14 给 出 了 求 需求 分 布 的 数 
据 . 前 面 两 列 是 原始 数据 . 

我 们 通过 下 面 的 例子 来 说 明 如 何 使 用 表 24.14 中 的 信息 . 假设 全 价 是 $159, 折 
扣 价 为 $105, 根据 


159 一 105 
< 之 
P(D« Q) > A 


来 决定 预 留 上 限 . 表 24.14 中 的 累积 概率 列表 明 预 留 数 应 该 为 Q = 79 间 客 房 . 
结论 

本 问题 的 思路 可 以 类 似 地 扩展 到 设 定 飞机 票 的 预 售 上 限 . 此 外 , 除了 采用 预定 
ER, 我 们 还 可 以 对 这 种 分 析 方 法 进行 修改 , 用 来 设 定 多 个 水 平 的 预定 上 限 , 让 折 


扣 价 格 随 着 预定 日 期 的 临近 而 上 涨 . 用 于 这 个 模型 的 最 重要 的 信息 就 是 对 需求 数据 
的 可 靠 估计 . 


= 0.339 62 
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表 24.14 P{D=Q} f P(D«Q) 的 计算 


客房 数 Q 需求 天 数 P{D =Q} P{D <Q} 
0—70 12 0.0975 6 0.097 561 
71 3 0.024 39 0.121 95 
72 3 0.024 39 0.146 34 
73 2 0.0162 6 0.162 60 
74 0 0.000 00 0.162 60 
75 4 0.032 52 0.195 12 
76 4 0.032 52 0.227 64 
77 5 0.040 65 0.268 29 
78 2 0.016 26 0.284 55 
79 7 0.056 91 0.341 46 
80 4 0.032 52 0.373 98 
81 10 0.081 30 0.455 28 
82 13 0.105 69 0.560 98 
83 12 0.097 56 0.658 54 
84 4 0.032 52 0.691 06 
85 9 0.073 17 0.764 23 
86 10 0.081 30 0.845 53 
>86 19 0.154 47 1.000 00 
思考 题 
1. 假设 没有 卖 出 的 商务 房 会 有 一 个 50% 的 机 会 由 休闲 游客 按照 高 价 购买 , 这 对 
于 确定 预定 上 限 有 什么 影响 ? 


2. 给 出 该 模型 所 基于 的 基本 假定 , 这 些 假定 符合 实际 吗 ? 

3. 假定 对 商务 旅客 采用 两 种 预 留 数 水 平 : 按照 每 间 房间 $e, 预 留 Q 间 房 , 按 每 
间 房 间 $c2 ME Q: 间 房 , cl > c2. 余下 的 房间 按照 每 间 房 gd 的 折扣 价 销售 . 
建立 一 个 模型 , K Q 和 Qs, 并 说 出 所 有 的 假设 前 提 . 


案例 11 Casey 问题 : 对 一 次 全 新 化 验 结果 的 解释 和 评估 ? 


工具 : 决策 树 ( 贝 叶 斯 概率 ) 
应 用 领域 : 医疗 化 验 
问题 描述 

有 一 个 新 生 儿 名 叫 Casey, 对 她 的 一 次 初 往 检查 中 查 出 她 囊 有 一 种 C14:1 NER 
ZE. 这 种 酶 用 于 消化 一 种 特殊 形式 的 长 链 脂 肪 , 一 旦 缺乏 这 种 酶 , 人 就 会 产生 严 
重 的 疾病 , 也 可 能 导致 原因 不 明 的 死亡 (一 般 称 为 婴儿 狂 死 综合 症 , 简称 SIDS). 以 


(D 资料 来 源 : J. E. Smith and R. L .Winkler, “Casey’s Problem: Interpreting and Evaluating a 
New Test," Interfaces, Vol.29, No.3, pp.63-76, 1999. 
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前 对 大 约 13 000 个 新 生 儿 做 过 这 项 化 验 , Casey 是 第 一 例 呈 阳性 化 验 结果 的 新 生 
儿 . 对 于 这 种 疾病 尚 没有 已 知 的 治疗 方法 , 但 她 的 医生 称 , 有 可 能 通过 限制 饮食 来 
控制 住 病情 的 发 展 . 虽然 只 凭 这 一 项 化 验 还 不 能 得 出 确定 的 诊断 , 但 是 这 种 情况 的 
罕见 性 还 是 让 她 的 医生 相信 , Casey 有 80%~90% 的 机 会 患 上 了 这 种 缺乏 症 . 

由 于 医生 评估 的 高 概率 (0.8~0.9) 只 是 基于 初 第 化 验 的 结果 , 就 需要 进行 一 套 
系统 化 的 分 析 , 来 解释 和 评估 医生 关于 这 种 病情 所 给 出 的 定量 判断 . 尤其 是 , 在 已 
知 Casey 被 化 验 出 阳性 以 后 , 我 们 要 知道 她 确实 患 上 这 种 C14:1 缺乏 症 的 概率 是 
多 少 ? 

由 于 对 这 种 病症 缺乏 足够 的 数据 , 使 得 决策 的 过 程 变 得 复杂 . 仅 有 的 确切 信息 
是 , Casey 的 阳性 结果 在 过 去 的 13 000 次 化 验 中 还 是 首 例 . 医疗 纪录 也 说 明了 , 在 
发 生 贾 儿 镁 死 综合 症 的 病例 中 , 尸体 解剖 都 表明 这 些 死亡 不 是 C14:1 缺乏 症 造成 
的 . 在 这 方面 , 这 种 缺乏 症 化 验 没 有 (ARE) 阳性 结果 的 历史 资料 . 在 这 种 情况 下 
的 任何 决策 必须 只 能 依赖 于 对 所 需要 数据 的 “合理 的 ”估计 . 


分 析 


医生 估计 , 总 体 上 来 讲 , 新 生 儿 C14:1 缺乏 症 的 发 病 率 大 约 是 ioo. BË, 
Casey 的 情况 太 少 见 了 , 她 这 种 情况 的 发 病 率 有 可 能 降低 到 250 000 人 中 才 有 一 例 . 
其 他 能 够 估计 的 数据 都 是 假 结果 , 其 中 新 生 儿 被 错误 地 检验 出 阳性 或 阴性 ， 从 假 
阳性 结果 开始 , 其 他 已 有 历史 数据 的 初 第 化 验 , 例如 HIV、 毒 品 或 者 氨基 胎 蛋白 化 
验 等 , 有 可 能 用 来 作为 指导 . 这 些 化 验 的 假 阳 性 率 从 w 到 o 不 等 . 然而 对 于 
Casey 的 化 验 , 这 个 范围 似乎 太 大 了 , 因为 历史 数据 显示 13 000 中 才 有 一 例 . 因此 
我 们 有 理由 推断 , 这 个 化 验 可 能 有 mo 的 假 阳性 率 . 对 于 当 新 生 儿 真 的 患 有 这 种 
缺乏 症 时 出 现 的 假 阴 性 率 , 据 估 计 不 会 高 , 因为 这 种 化 验 都 是 按照 严格 的 标准 来 管 
理 的 , 据 此 我 们 采用 Lo 作为 出 现 这 种 情况 的 一 个 接近 实际 的 “推测 ”. 

可 以 用 贝 叶 斯 定理 来 分 析 上 述 决 策 问题 ， 目 的 是 在 已 知 Casey 化 验 的 结果 呈 
阳性 的 情况 下 , 计算 出 她 患 有 C14:1 缺乏 症 的 后 验 概率 . 图 24.22 总 结 了 利用 上 述 
估计 值 所 得 出 的 相应 问题 的 概率 . 

可 以 用 下 面 的 贝 叶 斯 公式 , 算出 已 知 Casey 化 验 呈 阳性 情况 下 她 患 有 C14:1 ik 
乏 症 的 后 验 概率 : 


P(C14: 1| + ve 化 验 } — 


P(-ve|C14 : 1) P(C14: 1) 
P{+vel C14 : 1) P(C14 : 1) + P(--ve|noC14 : 1)P(noC14 : 1) 
- 0.999 x 0.000 004 = 0.074 
0.999 x 0.000 004 + 0.000 005 x 0.999 996 


这 一 计算 结果 说 明 , 已 知 在 Casey 化 验 的 结果 呈 阳 性 的 情况 下 , 她 患 有 C14:1 


缺乏 症 的 概率 只 有 0.074. 虽然 这 个 概率 比 医生 提出 的 0.8 ~ 0.9 要 小 得 多 , 但 足以 
引起 关注 , 因为 这 个 数 意味 着 发 生 率 为 dy 但 是 , 医生 的 估计 怎么 会 错 这 么 多 呢 ? 


案例 11 Casey 问题 对 一 次 全 新 化 验 结 果 的 解释 和 评估 825 


有 没有 可 能 图 24.22 中 的 发 病 、 假 阴性 、 假 阳性 概率 估计 得 极 不 准确 昵 ?7 因为 这 些 
概率 都 不 是 根据 可 靠 的 历史 数据 算出 来 的 , 因此 这 似乎 是 有 问题 的 . 


阴性 结果 
0.001 (=1/1 000) 
( 假 阴 性 ) 


阳性 结果 
0.000 05 (=1/20 000) 


(HHH) 


3EC1I4: E E 
0.999 996 


阴性 结果 
0.999 95 


24.22 Casey 的 化 验 概率 的 决策 树 


检验 这 些 给 出 的 结果 的 一 种 方法 是 , 进行 灵敏 度 分 析 计 算 , 来 研究 改变 发 病 率 、 
假 阴性 率 和 假 阳 性 率 对 所 要 求 的 后 验 概率 会 产生 什么 影响 . 表 24.15 列 出 了 作 灵 敏 
度 分 析 的 范围 ， 


表 24.15 “灵敏 度 分 析 的 范围 


发 生 率 
最 大 值 基 准 值 最 小 值 
发 病 率 1/100 000 1/250 000 1/1 000 000 
假 阴性 1/100 1/1 000 1/1 000 000 
假 阳 性 1/5 000 1/20 000 1/1 000 000 


我 们 通过 改变 一 项 比率 的 范围 , 同时 把 其 他 两 个 率 保持 在 基准 水 平 来 算出 后 验 
概率 . 利用 贝 叶 斯 公式 (文件 excelBayes.xls), 得 出 表 24.16 的 计算 结果 . 


表 24.16 ”灵敏度 分 析 的 范 园 对 应 的 后 验 概率 
对 应 的 后 验 概率 
RARER BEREK “最 小 发 生 率 TUERM 
发 病 率 0.166 5 0.074 0 0.019 6 2.25 
假 阴 性 0.073 4 0.074 0 0.074 0 1.00 
假 阳性 0.019 6 0.074 0 0.800 0 10.81 


表 24.16 最 后 一 列 的 灵敏 度 系数 度量 了 后 验 概率 对 发 病 率 、 假 阴性 率 和 假 阳 
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性 率 改 变 后 的 灵敏 程度 . 它 是 最 大 后 验 概 率 与 相对 于 基准 率 的 后 验 概率 之 比 . 例如 ， 
对 于 假 阳 性 情况 , 这 个 比例 是 0.8/0.074 0 = 10.81. 我 们 主要 关心 的 是 造成 后 验 概 
率 增 大 的 假 阳 性 率 值 , 即 发 生 假 阳性 和 假 明 性 的 最 小 发 生 率 , 以 及 发 病情 况 下 的 最 
大 发 生 率 . 

这 个 灵敏 度 系数 说 明 , 假 阳性 率 对 后 验 概率 的 影响 最 大 , 而 其 他 两 个 发 生 率 不 
那么 重要 . 这 对 我 们 的 警示 是 , 按照 oro 的 假 阳 性 率 , HE C14:1 缺乏 症 的 后 验 
概率 就 能 达到 医生 所 估计 的 高 值 (= 0.8 ~ 0.9)， 这 就 意味 着 , 对 于 假 阳性 发 生 率 ， 
还 需要 做 进一步 的 分 析 . 

在 前 面 的 分 析 中 , 我 们 根据 原来 的 13 000 次 化 验 没有 发 生 假 阳性 这 一 现象 , 估 
计 出 基准 假 阳 性 发 生 率 为 yo 另 一 种 方法 是 , 假定 我 们 没有 这 13 000 例 初 第 化 
验 的 任何 先 验 知识 的 前 提 下 , 我 们 要 对 这 一 发 生 率 做 出 一 个 先 验 的 “推测 ”， 首 先 
假设 , 在 1 000 个 化 验 样本 中 发 生 了 一 例假 阳性 , 这 等 价 于 说 , 期 望 的 假 阳性 发 生 率 
是 0.001. 现在 , 根据 我 们 知道 的 信息 , 在 13 000 例 实际 化 验 中 没有 出 现 假 阳性 , 我 
们 就 可 以 把 相应 的 假 阳性 发 生 率 修改 成 14 000 中 出 现 一 例 (= 1 000 + 13 000). 
此 相应 的 C14:1 缺乏 症 的 后 验 概 率 就 可 以 计算 为 


0.999 x 0.000 004 
P(CIA : RZA + ve 化 验 } — F099 x 0.000 004 4 (1/14 000) x 0.999 996 


一 0.052 98 = 0.053 
假如 我 们 把 样本 数量 从 1 000 减 小 到 100, 同时 让 0.001(1 000 次 发 生 1 例 ) (038738 


假 阳 性 发 生 率 保 持 不 变 , 则 相应 的 假 阳 性 发 生 率 就 变 成 了 13 100 中 发 生 0.1 例 , 而 
且 相 应 的 后 验 概率 为 
0.999 x 0.000 004 


P(CIA : 1 缺乏 症 | + ve 化 验 } = Ss c 000 004 F (01/13 100] x 0:999 996 
— 0.343 6 


R 24.17 比较 了 不 同期 望 假 阳性 发 生 率 的 后 验 概率 值 . 


表 24.17 3 个 假 阳 性 发 生 率 的 后 验 概率 比较 


对 应 样本 规模 n 的 后 验 概率 
期 望 的 假 阳性 发 生 率 n= 100 n = 1 000 n = 10 000 


0.01 0.049 7 0.005 56 0.000 92 
0.001 0.343 6 0.052 98 0.009 11 
0.000 001 0.998 1 0.982 40 0.478 90 


这 些 计 算 给 出 了 一 个 有 意思 的 结果 . 对 于 达到 医生 提出 的 0.8 ~ 0.9 的 后 验 概 
率 , 必 出 现 小 样本 量 (n < 1 000) 与 非常 低 的 期 望 假 阳性 发 生 率 的 组 合 方案 , 这 是 
一 个 极 不 可 能 的 组 合 . 这 里 这 个 结论 是 , 医生 对 Casey 患 有 C14:1 缺乏 症 的 结论 是 
SKT. 
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上 述 分 析 并 不 能 说 医生 错 了 , 也 不 说 明 C14:1 缺乏 症 并 不 存在 . 它 只 是 指出 一 
个 事实 , 即 最 初 的 化 验 结果 不 能 用 于 对 病情 做 出 一 个 明确 的 诊断 . 解决 这 个 问题 的 
唯一 方法 只 能 是 进行 进一步 的 检查 , 实际 上 对 于 Casey 的 情形 就 是 这 样 做 的 . 


思考 题 
1. 用 excelBayes.xls 检验 表 24.17 中 的 后 验 概率 值 . 


案例 12 ” 莱 德 杯 决赛 中 高 尔 夫 球 手 的 出 场 顺序 安排 9 


工具 : 对 策 论 
应 用 领域 : 体育 比赛 
问题 描述 

一 次 高 尔 夫 球 循环 赛 的 最 后 一 天 决赛 中 , 两 支队 争夺 冠军 . 每 个 队 的 队长 必须 
提交 一 份 高 尔 夫 球 手 的 出 场 顺 序 单 (出 场 名 单 ), 这 个 名 单 也 就 确定 了 每 一 局 的 比赛 
对 手 . 因此 , 假如 A BARI B. 队 的 出 场 名 单 为 (A1, A2,… , An) 和 (B1, B2,… , Bn), 
则 各 局 的 比赛 对 手 就 是 Al B1, A2 对 B2, …, An 对 Bn. 我 们 似乎 可 以 假定 ， 
假如 两 个 水 平 相当 的 球 手 在 他 们 的 分 别 出 场 名 单 中 排 在 同样 的 位 置 , 那么 每 个 球 手 
赢得 比赛 的 机 会 为 50:50. 当 排 在 前 面 的 球 手 和 排 在 后 面 的 球 手 比赛 时 , 获胜 的 概 
率 就 会 增加 . 为 了 说 明 这 个 概念 , 表 24.18 给 出 了 A 队 的 一 名 高 尔 夫 球 手 获胜 的 一 
组 概率 . 


3 24.48 A 队 获胜 的 概率 
Bl B2 B3 
Al 0.50 0.60 0.70 
A2 0.40 0.50 0.60 


我 们 的 目标 是 建立 一 套 系统 化 的 方法 , 看 看 所 采用 的 比赛 顺序 的 思路 是 对 还 是 
不 对 . 我 们 假定 , 每 局 比赛 不 能 平局 , 而 且 所 有 的 队员 都 能 顶 住 压力 , 也 就 是 说 , 一 
名 队员 的 表现 在 整个 比赛 中 始终 保持 不 变 . 

分 析 


可 以 用 二 人 常 和 对 策 方法 来 分 析 这 个 问题 . 一 个 出 场 名 单 代表 每 个 队员 的 一 个 
可 能 的 策略 , 用 获胜 概率 来 表示 一 个 参赛 队 的 收益 . 对 于 一 场 有 3 个 队员 参加 的 比 


D 资料 来 源 : W. Hurley, “How Should Team Captains Order Golfers on the Final Day of the 
Ryder Cup Matches?" Interfaces, Vol.32, No.2, pp.74-77, 2002. 
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3€, 每 个 队 有 6(30 种 可 能 的 策略 ( 出 场 名 单 ), 如 表 24.19 所 示 . 
表 24.19 A 队 和 B 队 的 出 场 顺 库 


* 略 出 场 顺 序 
A 队 B 队 
1 A1,A2,A3 B1,B2,B3 
2 A1,A3,A2 B1,B3,B2 
3 A2,AL,A3 B2,B1,B3 
4 A2,A3,A1 B2,B3,B1 
5 A3,A1,A2 B3,B1,B2 
6 A3,A2,A1 B3,B2,B1 


为 了 说 明 如 何 求 A 队 的 收益 矩阵 (概率 ), 考虑 A 队 采 用 策略 1, B 队 采 用 策 
略 5. 按照 各 自 的 策略 , 让 Al 与 B3 比赛 , 让 A2 对 B1, 让 A3 对 B2, 比赛 采用 三 
局 两 胜 制 . A 队 获 胜 的 概率 计算 为 


0.7 x 0.4 x 0.4 + (1—0.7) x 0.4 x 0.4 -0.7 x (1—0.4) x 0.4--0.7 x 0.4 x (1—0.4) = 0.496 


整个 收益 矩阵 (概率 ) 用 excelCase12.xls 来 计算 , 如 表 24.20 所 示 . 
X 24.200 A 队 的 收益 矩阵 


C CX Q tN o2 


这 个 对 策 的 解 (用 toraCasel2.txt) 要 求 , 每 个 队 要 把 选 定 的 对 策 进行 混合 (该 
问题 还 有 其 他 解 ). 对 策 值 为 0.5, 对 A 队 有 利 . 


思考 题 
1. A AA B 队 该 如 何 排列 它们 的 策略 ? 


2. Æ A 队 获胜 的 概率 为 
0.4 0.2 0.7 
区 0.5 as) 
0.8 0.9 0.6 


求 出 两 名 队员 的 最 优 策略 . 
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案例 13 ”戴尔 供应 链 的 库存 决策 ? 


工具 : 库存 模型 
应 用 领域 : 库存 控制 
问题 描述 

戴尔 公司 实行 一 种 直销 式 的 经 营 模 式 , 按照 这 种 模式 它 向 顾客 直接 销售 个 人 电 
脑 . 当 收 到 来 自 美国 客户 的 一 份 订单 后 , 公司 将 订单 配置 要 求 发 送 到 设 在 得 克 萨 斯 
州 奥斯汀 的 某 个 制造 厂 , 在 那里 8 个 小 时 之 内 就 能 对 订单 要 求 的 产品 进行 组 装 、 测 
试 和 包装 . 戴尔 公司 自己 的 库存 很 小 , 因为 它 要求 东 南亚 地 区 的 供应 商 保持 一 种 所 
谓 的 “周转 库存 ”, 设 在 制造 厂 附近 的 周转 仓库 ( 零 部 件 仓库 ) 那里 . 这 些 周转 仓库 
属于 戴尔 公司 , 租 给 供应 商 使 用 , 然后 , 戴尔 从 周转 仓库 那里 “提出 ”所 需要 的 零 部 
件 , 而 供应 商 的 责任 是 及 时 补充 库存 , 以 满足 戴尔 的 预计 需求 . 短缺 的 零件 通过 较 
昂贵 的 连夜 运送 得 以 补给 . 虽然 戴尔 并 不 拥有 周转 仓库 中 的 货物 , 但 库存 的 费用 通 
过 零 部 件 的 价格 间接 传递 给 顾客 . 因此 , 库存 的 降低 就 可 以 通过 降低 产品 成 本 直接 
让 戴尔 的 顾客 受益 . 本 问题 的 目标 就 是 提出 合理 的 周转 库存 量 , 使 得 库存 成 本 达到 
最 小 . 


问题 分 析 


问题 分 析 始 于 选择 数学 模型 , 然后 收集 数据 , 用 于 计算 模型 , 最 后 对 得 到 的 结 
果 进 行 分 析 , 做 出 最 终 的 决策 . 

我 们 的 研究 集中 在 XDX E, 它 是 一 种 主要 的 个 人 电脑 零 部 件 . 该 部 件 由 多 家 
供应 商 提 供 , 按 批量 送 货 给 周转 库存 , 以 减少 固定 的 订货 费 . 每 家 供应 商 的 库存 策 
略 是 , 一 旦 库存 水 平 下降 至 某 个 水 平 , 就 送 一 批 新 货 . 但 是 , 公司 注意 到 , 供应 商 之 
间 的 批量 大 小 和 再 订货 水 平 差别 很 大 , 所 以 首先 需要 让 这 些 供应 商 的 订货 策略 一 致 
起 来 . 为 了 表达 这 个 情形 , 所 选择 的 模型 是 (Q, R) 策略 , 其 中 Q 是 批量 大 小 , RÀ 
再 订货 水 平 . 历史 数据 显示 , 订货 量 Q 不 变 , 订货 策略 的 不 一 致 主要 是 由 于 再 订货 
KF, 以 及 从 发 出 订单 到 到 货 之 间 的 提前 时 间 有 所 不 同 . 因此 , 所 作 的 一 个 决策 是 ， 
把 @ 保持 在 现在 的 水 平 上 不 变 , 而 分 析 主 要 集中 在 如 何 确定 R 上. 

可 以 合理 地 假定 , 提前 时 间 期 间 的 需求 量 z 服从 均值 为 y、 标 准 差 为 o 的 正 
态 分 布 , 因此 提前 时 间 需 求 的 标准 正 态 分 布 定义 为 

- 
ent 


(D 资料 来 源 : I. Millet, D. Parente, J. Fizel, and R. Venkataraman, "Inventory Decisions in Dell's 
Supply Chain," Interfaces, Vol.34, No.3, pp.191-205, 2004. 
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ETK, $ a 表示 提前 时 间 期 间 戴 尔 可 以 接受 的 用 完 库 存 的 概率 ,定义 2 使 得 
P{z < 2} = 1 一 ao, 则 再 订货 水 平 R 就 是 


R= u+ Zo 


可 以 用 一 个 近似 的 单 周期 报 享 库存 模型 来 启发 式 地 求 出 ZUL 15.2 45), 这 种 
单 周期 模型 的 合理 性 依据 是 , 零 部 件 XDX 具有 一 定 的 有 效 期 , 过 期 报废 . 已 知 p 
是 对 每 件 未 满足 需求 的 抱 罚 费用 , h 为 每 单位 过 剩 库存 的 储存 费用 , 我 们 有 


$(Z)=P{z < Z} = "E 


函数 e(Z) 是 标准 正 态 分 布 的 CDF. 因此 有 


-ao B 
2-9 (; * z) 
提前 时 间 期 间 需 求 量 的 平均 值 e 和 标准 差 o 是 两 个 随机 变量 的 函数 : 提前 时 
间 和 每 单位 时 间 需 求 量 . 在 某 种 独立 假设 的 前 提 下 , 可 以 证 明 ? 


u= DT, o = VD?o? + To? 
其 中 


万 = 单位 时 间 平 均 需 求 件数 ，。” ca = 需求 量 标准 差 
人 = 平均 提前 时 间 量 ， “0o = 提前 时 间 的 标准 差 


基于 这 个 模型 , 若 固 定 订货 量 为 Q 件 , 该 库存 策略 是 “一 旦 当 周 转 库存 水 平 下 降 到 
R 件 时 , 就 订 Q 件 XDX". 


数据 采集 


数据 的 收集 来 自 A, B, C 3 家 供应 商 , 他 们 提供 不 同 的 但 是 完全 可 以 互 换 的 
XDX 零 部 件 , 来 补充 戴尔 的 周转 库存 . 模型 所 需要 的 数据 采 自 1998 £F. 12 H 1 H 
到 1999 年 5 月 27 日 之 间 , 分 两 组 : (1) 与 所 估计 的 储存 费用 CRISE TET p 有 关 
的 数据 (2) 用 来 估算 提前 时 间 期 间 需 求 平均 值 以 及 方差 的 数据 . 

储存 费用 h 是 根据 两 次 连续 供 货 之 间 的 时 间 区 间 来 估算 的 , 包括 周转 库存 积 
压 的 资金 费用 , 由 于 零 部 件 过 期 的 价格 损失 , 以 及 由 戴尔 评估 的 库存 费 . 惩罚 费用 
p 由 两 项 因素 估算 : 取消 订单 或 订单 缺 货 所 引起 的 利润 损失 , 以 及 需要 时 零 部 件 供 
应 不 上 所 增加 的 运输 费用 . 


(D G. Hadley and T. Whitin, Analysis of Inventory Systems, Prentice Hall, Englewood Cliffs, 
NJ, 1963, p.153. 
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提前 时 间 期 间 的 需求 量 可 以 根据 若干 因素 来 估算 : (1) 戴尔 公司 从 周转 库存 提 
出 的 每 日 消费 量 (提货 量 ); (2) 供应 商 对 周转 库存 的 每 日 供 货 量 ; (3) 从 供应 商 到 周 
转 库存 的 日 运输 基 ; (4) 使 用 XDX 零 部 件 的 PC 日 销售 量 ; (5) 戴尔 给 供应 商 关 于 
下 个 月 预期 使 用 XDX 零 部 件 的 预报 ; (6) 供应 商 的 提前 时 间 . 


数据 分 析 


数据 分 析 的 第 一 个 任务 是 , 评价 这 3 家 XDX 供应 商 的 库存 策略 按照 上 面 给 出 
的 (R, Q) 策略 是 否 已 经 最 优 . 我 们 通过 计算 在 数据 采集 期 间 (1998 年 12 月 1 日 到 
1999 年 5 月 27 A) 内 的 所 有 订单 的 Z 值 来 检验 这 项 判断 是 否 成 立 . 具体 来 讲 , 当 
给 定 实际 的 再 订货 水 平 R、 估 计 的 (日 ) 需求 量 平 均值 和 方差 以 及 提前 时 间 (天 数 ) 
后 , 从 上 面 给 出 的 公式 可 以 算出 


R- DT 


V/D?o + To? 


计算 结果 表明 , 在 考察 期 间 上 的 2 值 变化 很 大 , 从 0.8 到 5.2. 假设 估计 的 储存 费 
用 n MENAH p 对 所 有 3 家 供应 商 相同 , 最 优 条 件 下 的 2 值 应 该 保持 不 变 , 约 
为 2 = -1(5 际 ). 这 些 供应 商 的 订货 策略 差别 非常 大 (从 0.8 到 5.2), 这 一 事实 就 
说 明了 他 们 的 库存 策略 不 是 最 优 的 , 这 就 使 得 研究 小 组 决定 要 找 出 背后 的 原因 . 
供应 商 按 照 戴尔 提供 的 月 需求 预测 来 制定 他 的 补充 库存 策略 . 这 些 预测 可 以 
有 3 种 水 平 : (1) 合计 数 , 表示 下 个 月 内 要 生产 的 PC 总 数 ; (2) 配 件数 , 表示 要 使 用 
XDX 部 件 的 PC 数 ; (3) 提 货 数 , 代表 戴尔 要 从 每 家 供应 商 周转 库存 中 提出 的 XDX 
零 部 件数 . 对 合计 数 、 配 件数 和 提货 数 预测 误差 结果 造成 需求 变化 相应 的 增加 , 用 
需求 分 布 的 方差 来 表示 . 对 这 3 种 预测 值 的 研究 显示 , 戴尔 的 预测 误差 造成 周转 总 
库存 增加 了 将 近 50%, 主要 是 由 于 这 些 供应 商 想 要 通过 保存 更 大 的 安全 库存 来 应 付 
较 大 的 需求 方差 . 这 个 信息 非常 重要 , 因为 除了 按照 现 有 的 “矛盾 的 ”预测 来 实现 
最 优 的 (R,Q) 系统 外 , 戴尔 在 采用 更 加 准确 的 预测 技术 来 降低 周转 库存 方面 可 以 
发 挥 重 要 的 作用 . 尤其 是 , 提货 预测 误差 主要 是 由 于 戴尔 一 次 从 一 家 供应 商 那 里 提 
出 所 需要 的 XDX 零 部 件 , 而 不 是 从 所 有 供应 商 那 里 按照 一 定 比 例 提货 造成 的 .从 
周转 库存 “成 块 地 ”提出 XDX, 造成 了 较 高 的 补 货 率 , 因此 导致 安全 库存 量 过 大 . 


结论 


研究 结果 显示 , 消除 成 块 提货 并 提供 更 加 可 靠 的 预测 ， 有 可 能 降低 38% 的 安 
全 库存 量 . 到 目前 为 止 , 戴尔 一 条 生产 线 已 经 减低 了 20% 的 库存 量 , 预计 每 年 节约 
270 万 美元 . 这 项 研究 中 最 重要 的 发 现 就 是 认识 到 , 可 以 通过 消除 由 于 预测 误差 引 
起 的 方差 来 源 , 从 而 降低 库存 水 平 . 这 项 研究 结果 也 符合 最 优 再 订货 水 平 直接 依赖 
于 需求 的 标准 差 的 事实 . 


Z= 
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思考 题 


1. 通过 将 平均 库存 水 平 与 从 所 有 供应 商 等 量 提货 的 库存 水 平 相 比 较 , 评价 周转 库 
存 “ 成 块 ”提货 的 反 效 果 . 

2. 假设 一 条 组 装 线 每 天 的 平均 需求 量 为 N(300, 10), 提前 时 间 期 间 的 需求 服从 
N(50,4). 已 知 每 天 每 件 未 满足 的 需求 的 秆 罚 费用 是 $100, 每 天 每 件 剩余 库存 
的 储存 费用 为 $5, 求 出 再 订货 水 平 . 

3. 用 第 2 题 给 出 的 数据 , 研究 再 订货 水 平 对 日 平均 需求 量 估计 误差 +r% 的 灵敏 
BE (r 的 变化 范围 是 0~50). 标准 差 保持 不 变 . 


案例 14 ” 某 制造 厂 内 部 运输 系统 的 分 析 @ 


工具 : 排队 论 , 模拟 
应 用 领域 : 原材料 供应 
问题 描述 

有 3 辆 卡车 用 于 在 一 家 制造 厂 内 部 运送 原材料 . 这 些 卡 车 都 在 中 心 停车 场 等 
待 发 车 请 求 . 一 辆 收 到 发 车 请 求 的 卡车 要 开 到 顾客 地 点 , 装 车 后 开 到 目的 地 , 然后 
再 返回 到 中 心 停车 场 . 这 项 服务 的 主要 用 户 包括 生产 部 门 (P)、 制造 车 间 (W) 和 维 
修 部 门 (M). 其 他 部 门 (0) 偶尔 也 会 请 求 使 用 这 些 卡 车 . 用 户 对 空 车 的 等 待 时 间 过 
长 提出 了 抱怨 , 特别 是 生产 部 门 , 他 们 要 求 车 队 增加 第 4 辆 卡车 . 本 研究 是 针对 第 
4 辆 卡车 所 增加 费用 的 合理 性 进行 分 析 . 


所 需要 的 输入 数据 
我 们 采集 了 一 段 17 天 连续 的 两 班 倒 工作 日 期 间 的 该 内 部 运输 系统 的 有 关 运 行 
信息 . 表 24.21 和 表 24.22 给 出 了 所 采集 信息 的 汇总 情况 . 


表 24.21 内 部 运输 系统 的 运行 数据 汇总 


卡车 用 户 
P Ww M O 总 体 平均 
平均 每 小 时 请 求 数 3.02 0.84 0.26 0.48 4.6 
平均 每 次 请 求 卡车 使 用 时 间 (分 ) 18 25 32 20 20.3 
每 次 请 求 卡车 时 间 的 标准 差 (分 ) 8 11 15 14 10.6 
一 次 卡车 请 求 的 平均 等 待 时 间 (分 ) 9.2 9.4 9.2 8.4 9.0 


ER 24.21 中 , 我 们 有 了 平均 请 求 率 (到 达 率 )、 卡 车 在 用 的 平均 时 间 (服务 时 
间 ), 以 及 一 次 请 求 的 平均 等 待 时 间 . 表 24.22 给 出 了 整个 考察 期 间作 为 请 求 数 的 函 
数 的 在 用 卡车 数 . 


(D 资料 来 源 ， G. P. Cosmetatos, "The Value of Queuing Theory—A Case Study," Interfaces, 
Vol.9, No.3, pp.47-51, 1979. 


X5 14 某 制 造 厂 内 部 运输 系统 的 分 析 833 


3 24.22 ”作为 请 求 数 的 函数 的 在 用 卡车 数 


提出 请 求 时 在 用 的 卡车 数 合 计 
0 1 2 3 E 
请 求 数 862 28 167 115 1 172 
总 百分比 73.6 2.4 14.2 9.8 


问题 的 分 析 


对 得 出 表 24.21 中 信息 的 原始 数据 进行 分 析 , 可 以 看 出 下 列 现象 : 
(1) 对 使 用 卡车 的 请 求 是 随机 的 , 可 以 用 泊 松 分 布 来 表示 . 
(2) 服务 时 间 (卡车 从 开 向 顾客 到 返回 停车 场 之 间 的 使 用 时 间 ) 是 单 峰 偏 移 的 ， 
似乎 不 服从 指数 分 布 . 针对 这 种 情况 , 我 们 可 以 用 三 角 分 布 来 近似 地 表示 这 个 分 布 . 
(3) 虽然 运行 中 卡车 的 分 配 没有 优先 级 , 但 卡车 司机 还 是 愿意 承载 较 近 的 顾客 . 
表 24.22 中 的 数据 反映 出 两 个 特征 : 
(1) 在 73.696 的 请 求 时 , 所 有 3 辆 卡车 都 是 空闲 的 . 
(2) 只 有 9.8% 的 请 求 时 , 所 有 3 辆 卡车 都 在 使 用 . 
由 于 到 达 是 随机 的 , 可 以 用 泊 松 分 布 来 描述 , 而 且 服 务 时 间 非 指数 分 布 , 因此 
最 符合 这 个 问题 的 排队 模型 是 M/G/c/oo/oo. 但 是 , 对 M/G/c 模型 的 计算 不 方 
便 . 因此 , 我 们 决定 采用 一 个 等 价 的 M/M/c 模型 作为 队列 中 等 待 时 间 的 一 个 上 界 
估计 . 这 样 做 的 合理 性 在 于 , 指数 服务 时 间 在 所 有 的 指数 分 布 中 是 “最 随机 的 ”， 
此 会 导致 本 问题 的 一 种 最 坏 的 情况 . (按照 同样 的 逻辑 , 这 个 M/D/ 模型 给 出 平均 
排队 时 间 的 一 个 下 界 , 因为 服务 时 间 是 常数 , 因此 表达 了 这 种 “最 不 随机 ”的 情况 .) 
下 面 总 结 该 M/M/c 模型 对 c = 3, 入 = $9 = 0.076 7 次 请 求 /分 钟 ， 以 及 
u= gps = 0.049 3 次 服务 /分 钟 的 结果 : 
系统 空闲 的 概率 po = 0.197 
系统 中 至 少 有 3 个 请 求 的 概率 pn>s = 0.133 
平均 队长 = 0.277 个 请 求 
队列 平均 等 待 时 间 W, = 3.6 分 钟 
观察 这 些 结果 , 我 们 注意 到 一 个 令 人 困 感 的 现象 , 即 (从 M/M/c 模型 估算 出 来 
的 ) 队列 平均 等 待 时 间 的 上 腊 比 实际 观察 到 的 要 少 得 多 (W,, = 3.6 分 钟 , 与 表 24.21 
中 给 出 的 观察 值 9.0 分 钟 相 比 ). 从 这 一 现象 可 以 得 出 以 下 两 个 结论 之 一 : 要 么 入 和 
u 的 估计 严重 不 准确 , 要 么 平均 等 待 时 间 的 估计 不 可 车 , 对 数据 的 仔细 研究 表明 , 这 
些 数据 的 确 是 可 靠 的 . 为 了 进一步 证 实 M/M/c 模型 的 结果 , 我 们 进行 了 模拟 , 其 
中 服务 时 间 分 布 用 参数 为 (15, 20.3, 30) 的 三 角 分 布 近似 表示 . 中 间 的 值 代表 所 观察 
到 的 平均 服务 时 间 , 低 值 和 高 值 根据 服务 时 间 的 标准 差 (=10.6 分 钟 ) 和 观察 的 最 
小 和 最 大 服务 时 间 估 计 出 来 . 可 以 利用 Excel 程序 excelMultiServer.xls, 以 每 分 钟 
0.076 7 个 请 求 的 泊 松 到 达 率 和 三 角 服 务 时 间 来 进行 模拟 . 用 10 次 重复 , 每 次 模拟 
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450 个 请 求 , 发 现 平均 排队 时 间 的 变化 范围 是 , 最 少 1.1 分 钟 , 最 多 3.62 分 钟 , 平均 
值 为 2.07 分 钟 . 这 一 结果 使 我 们 相信 , 从 M/M/c 模型 得 到 的 3.6 分 钟 的 上 界 结果 
是 对 的 . 此 外 , 从 观察 数据 (=9.0 分 钟 ) 得 到 的 长 等 待 时 间 似 乎 与 表 24.22 中 的 数 
据 互 相 了 矛盾 , 表 中 当 一 个 服务 请 求 到 达 时 , 有 73.6% 的 时 间 所 有 3 辆 卡车 都 空闲 . 

那么 如 何 来 解决 观察 结果 与 估计 结果 的 不 一 致 性 呢 ? 当 回 到 工厂 进一步 研究 
这 个 运输 系统 时 , 分 析 人 员 幸 运 地 发 现 , 是 停车 场 的 布局 有 问题 , 使 得 用 户 看 不 到 
正在 等 待 的 卡车 , 因而 他 们 就 以 为 那里 没有 车 了 . 其 实 这 就 相当 于 运行 的 卡车 不 足 
3 辆 , 从 而 导致 了 人 为 增加 的 等 待 时 间 . 一 旦 发 现 了 这 个 问题 , 解决 办 法 就 很 显然 
T: 即 让 卡车 司机 与 用 户 之 间 有 一 种 双向 的 通讯 系统 . 这 样 提出 的 解决 方案 一 下 子 
改善 了 服务 , 等 待 时 间 大 大 减少 . 

虽然 提出 的 解决 方案 并 不 是 直接 由 排队 分 析 结 果 “ 推 出 来 ”的 , 但 它 确 符 合 排 
队 分 析 的 逻辑 本 质 , 即 从 中 发 现 数据 的 不 一 致 性 , 并 因此 能 抓 住 问题 的 源头 . 


思考 题 


1. 在 表 24.21 中 ,“ 总 体 平均 ” 列 的 各 值 是 如 何 算出 来 的 ? 

2. 若 一 辆 卡车 95% 的 服务 请 求 都 来 自生 产 部 门 , RA 5% 来 自 其 他 部 门 , 对 这 种 
情况 你 会 如 何 分 析 . 

3. 通过 研究 模拟 结果 对 三 角 分 布 最 小 值 和 最 大 值 的 变化 的 灵敏 度 , 来 评价 分 析 结 
果 的 稳健 性 . 这 项 灵敏 度 分 析 是 会 肯定 还 是 会 否定 本 案例 给 出 的 结论 ? 
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工具 : ILP, 排队 论 
应 用 领域 : 航空 公司 
问题 描述 

为 了 降低 经 营 成 本 , Qantas 航空 公司 想 要 在 本 部 电话 订 票 办 公 室 合理 地 安排 工 
EAR, 以 对 顾客 提供 方便 的 服务 . 订 票 处 每 天 的 办 公 时 间 是 从 早 7:00 到 晚 22:00， 
有 6 个 班组 从 7:00 到 9:30 之 间 的 每 整 点 和 半点 开始 上 班 , 还 有 一 个 班 从 15:00 F 
始 上 班 . 从 7:00 到 8:01 之 间 上 班 的 班组 工作 8 个 小 时 , 从 8:30 到 9:31 之 间 开 始 上 
班 的 班组 工作 83 小 时 . 第 7 个 班组 从 15:00 开始 , 只 工作 7 个 小 时 . 所 有 接线 员 
有 半 个 小 时 的 休息 时 间 , 但 是 从 8 : 30 到 9 : 31 之 间 开 始 上 班 的 人 休息 时 间 有 一 个 
小 时 . 接线 员 至 少 工作 3 个 小 时 以 后 才能 休息 , 两 个 小 时 内 每 半 个 小 时 安排 一 次 休 
息 时 间 . 这 些 上 班 时 间 和 休息 时 间 长 度 的 安排 , 是 为 了 能 够 对 7 : 00 到 22 : 00 一 天 
时 间 内 的 工作 小 时 进行 “合理 ”的 分 布 . 

(D 资料 来 源 : Gaballa, A. and W. Pearce, "Telephone Sales Manpower Planning at Qantas," 

Interfaces, Vol.9, No.3, pp.1-9, May 1979. 
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按照 传统 方法 , 对 员工 需求 的 估计 是 根据 过 去 的 业务 增长 情况 来 预测 未 来 电话 
呼叫 量 ， 需 要 增加 的 员工 数 就 可 以 根据 一 个 接线 员 能 够 处 理 的 平均 呼叫 量 去 除 预 
测 的 电话 呼叫 增长 量 计 算出 来 . 由 于 是 根据 平均 数 进行 的 计算 , 增加 雇用 的 员工 数 
并 没有 考虑 到 每 天 需求 的 变化 情况 . 特别 是 , 高 峰 业 务 时 间 对 服务 的 等 待 时 间 过 长 
导致 了 顾客 的 抱怨 , 并 失去 了 一 些 业务 . 

要 解决 这 个 问题 , 就 需要 制定 一 个 计划 , 使 得 在 雇用 的 接线 员 数 与 顾客 需求 之 
间 达 到 某 种 平衡 . 这 个 计划 必须 要 考虑 到 营业 时 间 内 需求 的 波动 变化 . 


数据 采集 


本 研究 所 需 的 数据 包括 到 达 呼 叫 的 分 布 和 接线 员 接 待 顾客 所 花 时 间 (服务 时 
间 ) 的 分 布 . 这 些 数据 收集 来 以 后 , 再 按照 3 个 月 期 间 每 半 个 小 时 长 度 一 个 记录 . 数 
据 分 析 得 到 以 下 主要 结果 : 

(1) 一 天 内 不 同时 间 的 到 达 量 显示 出 很 大 变化 , 但 不 同日 期 之 间 是 一 致 的 . 

(2) 服务 时 间 的 分 布 基本 上 随时 间 平 稳 . 

(3) 半 个 小 时 期 间 的 到 达 分 布 近似 于 泊 松 分 布 , 虽然 平均 值 不 同 ( 见 表 24.23). 

(4) 服务 时 间 分 布 近似 于 平均 值 为 3.5 分 钟 的 指数 分 布 . 


表 24.23 7:00 到 22:00 期 间 每 30 分 钟 时间 段 计算 得 出 的 每 分 钟 平均 呼叫 数 


时 ë R 均 值 Hoë R 均 ë d 
7:00~7:30 5 14:30~15:00 17 
7:30~8:00 8 15:00~15:30 15 
8:00~8:30 10 15:30~16:00 12 
8:30~9:00 10 16:00~16:30 10 
9:00~9:30 12 16:30~17:00 10 

9:30~10:00 12 17:00~17:30 10 
10:00~10:30 15 17:30~18:00 9 
10:30~11:00 17 18:00~18:30 9 
11:00~11:30 20 18:30~19:00 9 
11:30~12:00 23 19:00~19:30 7 
12:00~12:30 23 19:30--20:00 7 
12:30-13:00 23 20:00-20:30 5 
13:00-13:30 21 20:30-721:00 5 
13:30~14:00 17 21:00~21:30 3 
14:00~14:30 17 21:30~22:00 3 


平均 服务 时 间 = 3.5 分 钟 


数学 模型 


可 以 用 一 个 整数 线性 规划 来 描述 这 个 问题 , 目标 是 在 满足 全 天 半 小 时 需求 波动 
以 及 满足 班组 工作 时 间 和 休息 时 间 的 条 件 下 , 使 得 雇用 接线 员 的 总 数 达 到 最 少 . 令 
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zj 二 班组 j 开始 上 班 的 接线 员 数 , 7 = 1 2,…… ,7 
yij7 在 第 i 个 半 小 时 期 间 休 息 的 来 自 班组 j 的 接线 员 数 , i = 1,2,3,4 
cs= 第 上 个 半 小 时 内 需要 的 最 少 的 接线 员 数 ,k= 1,2,…. ,30 

因此 给 出 的 模型 为 : 


k 
s.t. Dzr 2 Ck, k=1,2,...,6 
r=1 
6 
Yor, — Yn c7 
7 一 1 
6 
3 — yz — y12 2 €8 
了 一 1 
6 
y»: — yai — yz2 — y13 2 C9 
rcl 
6 
DD Zr — yai — Y32 — 23 — 14 Z C10 
r-1 
6 
5 Tr — Y42 — Y33 — Y14 — Y24 — Yi15 Z C11 


Dr, — yas — Y24 — Y34 — Vis — Vos — Vie 2 C12 
y» — Y34 — Y44 — y25 — yas — Vie — Y26 2 C13 
» Tr — Y44 — Vas — Vas 一 Y26 — Vae Z C14 
D Tr — Yas 一 Y36 — Y46 2 C15 


5 Zr — Vae 2 C16 


T2 + T3 + T4 + T5 + £6 + r7 2017 
T3 + T4 + T5 + £6 + T7 2 C18 

T4 + T5 + Z6 + T7 Z C19 

Z4 + £5 + Te + £7 之 C20 

T5 + Xe + T7 — Yi7 Z C21 

T6 + X7 一 Y27 2. C22 

T7 一 Y37 2 C23 
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IT — yar 2 C23 
之 


T7 Ck, k = 25,26,- -- ,30 


4 
9 -2;20 j=1,2,:,7 
i=l 
所 有 zx;,yi; 为 非 负 整数 

该 模型 约束 的 逻辑 含义 是 : 对 于 开始 时 间 为 7 : 00,7 : 30, 8 : 00 的 第 1, 2, 3 班 ， 
接线 员工 作 8 小 时 , 等 于 16 个 半 小 时 段 . 这 就 是 为 什么 zi, zz, rs 每 个 变量 连续 出 
现在 16 个 约束 里 的 原因 . 按照 同样 的 逻辑 , 变量 r, zs, re 对 应 于 从 8 : 30,9 : 00, 
9:30 开始 上 班 的 班组 , 每 班 工作 81 小 时 . 因此 , 每 个 这 些 变量 连续 出 现在 17 个 
约束 里 . 最 后 , zz 代表 从 15 : 00 开始 上 班 的 班组 (时 段 17), 工作 7 小 时 , 因此 从 时 
段 17 开始 , 连续 出 现在 14 个 约束 中 . 对 于 表示 休息 时 间 的 变量 yj, 有 两 种 情况 来 
说 明 约束 逻辑 : 对 于 第 1 班 (7:00 开始 上 班 ), 有 4 次 半 小 时 休息 时 段 , 从 10:00( 时 
段 7)、10:30( 时 段 8)、11:00( 时 段 9)、11:30( 时 段 10) 开始 .这 就 是 为 什么 从 约束 
7 到 10 的 左 端 减 去 yi1,yz1, ya1, ya 的 原因 . 类 似 的 原因 用 在 第 2 班 和 第 3 班 的 
yi. 还 有 一 种 不 同 的 情况 是 第 4 BE, 从 8:30 开始 , 持续 81 小 时 , 它 的 休息 时 段 从 
11:30( 时 段 10)、12:00( 时 段 11)、12:30( 时 段 12) 和 13:00( 时 段 13) 开始 , 分 别 用 变 
TE yia, yz4,y34, yaa 表示 . 因为 这 个 班 可 以 有 一 个 小 时 休息 时 间 , 所 以 这 些 变 量 的 每 
一 个 都 连续 出 现在 两 个 约束 中 . 例如, yi. 出 现在 约束 10 和 约束 11 里 . 最 后 一 个 
约束 保证 每 个 接线 员 都 会 有 一 个 中 间 休 息 时 段 . 

建立 上 述 模型 所 需要 的 数据 就 是 约束 的 右 端 项 cu k = 1,2,.… ,30. 下 面 的 部 
分 说 明 如 何 用 排队 模型 来 求 出 这 些 值 . 


估计 时 段 k 所 需要 的 最 少 接线 员 数 ck 


收集 到 的 数据 表明 , 每 半 个 小 时 时 间 段 内 到 来 的 呼叫 流量 可 以 适当 地 用 多 服务 
台 泊 松 排队 模型 (M/M/c) : (GD/oo/oo) 表示 . 每 半 小 时 内 的 呼叫 到 达 率 可 以 从 表 
24.23 给 出 的 数据 求 出 . 这 些 数 据 也 表明 , 服务 时 间 的 分 布 近似 服从 平稳 均值 3.5 分 
钟 的 指数 分 布 . 设 和 x 为 第 k 个 半 小 时 时 段 每 分 钟 的 到 达 率 , E jy 是 每 分 钟 的 服务 
XX, 并 定义 [v] 为 « v 的 最 大 整数 , 则 时 段 上 期 间 所 需要 的 接线 员 数 的 一 个 下 界 为 


A 
ey = [=] + lk=1,2,...,30 


例如 , 对 每 分 钟 Ni = 5 个 呼叫 , 并 且 每 分 钟 y = 站 = 0.286 次 服务 , 从 7:00 到 7:30 
最 少 的 接线 员 数 为 [Fs] +1= 17+1 = 18. 这 些 计算 背后 的 合理 性 在 于 , cx 是 维 
持 这 个 排队 模型 中 稳 态 条 件 所 需要 的 最 小 值 . 

ck 的 下 界 估计 并 不 提供 关于 对 呼叫 顾客 服务 质 重 的 信息 . 尤其 是 为 了 保证 不 
丢失 呼叫 (以 及 信誉 损失 ), 接线 员 回 答 一 次 呼叫 前 的 顾客 等 待 时 间 应 该 充分 短 . 管 
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理 部 门 设 定 了 这 方面 的 目标 , 至 少 90% 的 呼叫 应 该 在 20 秒 之 内 得 到 回应 . 这 一 目 
标 写 成 下 面 的 概率 语句 就 是 : 


P{ 等 待 时 间 , 上 > T = 20 秒 } < 0.1 


通过 设 定 不 同 的 服务 台数 可 以 实现 所 需要 的 概率 . 根据 排队 论 的 结果 , 若 p = à, 
我 们 有” | 
_ CP po 
c!(c — p) 


; T=0 
P(t«T)- 
í } p*(1 — e-^c7P»7)p, 
CC 
12.6.3 节 给 出 了 求 概率 po 的 公式 . 在 时 段 k 内 , 所 需要 的 最 少 接线 员 数 的 估计 就 
是 满足 


+P{t=0}, T»0 


P(t»T)-1-P(t« T) «01 


的 最 小 的 c. 

这 条 概率 语句 的 性 质 决 定 了 得 不 出 闭 形式 的 c 值 解 . 相反 , 通过 替代 c 的 连续 
增加 值 直到 首次 满足 所 需要 的 条 件 , 以 得 出 需要 的 解 . c 的 下 界 (= [p] + 1) 为 这 种 
替代 提供 一 个 初始 点 . 

我 们 专门 设计 了 一 个 电子 表格 程序 (文件 excelCase15.xls), 非常 适合 用 来 进行 
这 种 计算 , 计算 结果 见 表 24.24. 


AMPL 模型 


文件 amplCasel5.txt 是 一 个 求解 本 问题 的 AMPL 模型 , 图 24.23 是 该 模型 的 
解 , 按照 便于 理解 的 方式 重新 做 了 安排 . 该 表 显 示 , 总 共 需 要 134 名 接线 员 , 并 详细 
给 出 了 每 个 班组 的 接线 员 数 以 及 指定 的 休息 时 间 安 排 . 


思考 题 


1. 关于 当前 要 求 81 小 时 工作 时 间 以 及 1 个 小 时 休息 的 班组 4,5,6( 分 别 从 8:30, 
9:00, 9:30 开始 上 班 ) 有 一 个 有 意思 的 问题 . 大 多 数 员工 愿意 工作 时 间 短 一 些 
(8 小 时 ), 宁可 只 要 半 个 小 时 的 休息 , 而 不 愿意 有 整 个 一 个 小 时 休息 但 是 工作 
时 间 较 长 (83 小 时 ). 请 研究 一 下 , 假如 对 所 有 员工 统一 要 求 8 小 时 工作 、 半 
小 时 休息 , 这 样 会 有 什么 结果 . 

2. 研究 解 对 于 应 答 一 次 呼叫 中 有 20 秒 钟 迟 后 的 概率 的 变化 的 灵敏 度 . 


(D M D. Gross and C. Harris, Fundamentals of Queuing Theory, Wiley, New York, 1974, 公式 
3.20, p.101. 也 见习 题 15.6E 中 的 第 16 题 . 
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表 24.24 最 少 接线 员 数 的 估计 
P{t > 20 秒 } 


P{t > 20 #} 


w 0 a a J vo oo vo 


—————————M— ÁÓ—— MÀ —— À ——— ——À— À—À ——  ———— ———M— — ——Ó— Á——Á— —— À À À—— À—Á am à € e e 


7:00 26 10:00 30 
7:30 21 10:30 30 
8:00 15 11:00 30 
8:00 10 11:30 30 
9:00 4 12:00 60 
9:30 4 13:00 60 
9:30 15 14:00 60 
14:00 20 17:00 30 
14:00 19 17:30 30 


图 24.23 第 4 班组 到 第 6 班组 工作 82 小 时 所 需 的 员工 数 


HRB 5S oi X? 


X Bai IES52T75mM 
F(z) = Ja ftn ec Gai 
z 0.000 0.010 0.020 0.030 0.040 0.050 0.060 0.070 0.080 0.090 


0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359 
0.1 0.539 8 0.5438 0.5478 0.5517 0.555 7 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753 
0.2 0.579 3 0.5832 0.587 1 0.5910 0.5948 0.598 7 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141 
0.3 0.617 9 0.6217 0.625 5 0.629 3 0.633 1 0.636 8 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517 
0.4 0.655 4 0.6591 0.6628 0.666 4 0.6700 0.6736 0.677 2 0.6808 0.6844 0.6879 


0.5 0.691 5 0.695 0 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224 
0.6 0.725 7 0.7291 0.7324 0.735 7 0.7389 0.7422 0.745 4 0.7486 0.7517 0.7549 
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852 
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.796 7 0.799 5 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133 
0.9 0.815 9 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.836 5 0.8389 


1.0 0.8413 0.8438 0.846 1 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621 
1.1 0.8643 0.866 5 0.868 6 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.879 0 0.8810 0.8830 
1.2 0.8849 0.886 9 0.8888 0.890 7 0.8925 0.8944 0.896 2 0.8980 0.899 7 0.9015 
1.3 0.9032 0.9049 0.906 6 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177 
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.926 5 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319 


1.5 0.9332 0.9345 0.935 7 0.937 0 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441 
1.6 0.945 2 0.946 3 0.947 4 0.948 4 0.949 5 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545 
1.7 0.955 4 0.956 4 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633 
1.8 0.9641 0.964 9 0.965 6 0.966 4 0.967 1 0.967 8 0.968 6 0.969 3 0.9699 0.9706 
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.973 2 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.976 7 


2.0 0.977 2 0.977 8 0.9783 0.9788 0.9793 0.979 8 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817 
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857 
2.2 0.986 1 0.986 4 0.986 8 0.987 1 0.9875 0.987 8 0.9881 0.9884 0.988 7 0.9890 
2.3 0.989 3 0.989 6 0.989 8 0.990 1 0.990 4 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916 
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.992 5 0.992 7 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936 


2.5 0.993 8 0.994 0 0.994 1 0.994 3 0.9945 0.994 6 0.9948 0.994 9 0.99051 0.9952 
2.6 0.995 3 0.995 5 0.995 6 0.995 7 0.995 9 0.996 0 0.996 1 0.996 2 0.996 3 0.996 4 
2.7 0.9965 0.996 6 0.996 7 0.996 8 0.996 9 0.997 0 0.997 1 0.997 2 0.9973 0.9974 
2.8 0.997 4 0.997 5 0.997 6 0.997 7 0.997 7 0.997 8 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981 
2.9 0.9981 0.998 2 0.998 2 0.998 3 0.998 4 0.998 4 0.9985 0.998 5 0.9986 0.9986 


3.0 0.998 7 0.908 7 0.998 7 0.998 8 0.998 8 0.998 9 0.998 9 0.998 9 0.9990 0.9990 
3.1 0.999 0 0.999 1 0.999 1 0.999 1 0.9992 0.999 2 0.999 2 0.9992 0.9993 0.9993 
3.2 0.999 3 0.999 3 0.999 4 0.999 4 0.999 4 0.999 4 0.999 4 0.999 5 0.999 5 0.999 5 
3.3 0.999 5 0.999 5 0.999 5 0.999 6 0.999 6 0.999 6 0.999 6 0.999 6 0.999 6 0.999 7 
3.4 0.999 7 0.999 7 0.999 7 0.999 7 0.999 7 0.999 7 0.999 7 0.999 7 0.999 7 0.999 8 


QD Excel 电子 表格 excelStartTable.xls 可 以 取代 (WEH MA) 12 种 常见 分 布 的 统计 表 , 也 包括 出 现在 
本 附录 中 的 表格 . 
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( 续 ) 
z 0.000 0.010 0.020 — 0.030 0.040 0.050 0.060 0.070 0.080 0.090 
3.5 | 0.9998 
4.0 0.999 97 


5.0 — 0.999 999 7 
6.0 — 0.999 999 999 


资料 来 源 : Miller, L, and J. Freund, Probability and Statistics for Engineers, Prentice Hall, 
Upper Saddle River, NJ, 1985. 


R B.2 tan W° 

v a = 0.10 a = 0.05 a = 0.025 a = 0.01 a = 0.00 v 
1 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 1 
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 2 
3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 3 
4 1.533 2.132 - 2.716 3.747 4.604 4 
5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5 
6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 6 
7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 7 
8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 8 
9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 9 
10 1.372 1.812 2.228 2.764 . 8.169 10 
11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 11 
12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 12 
13 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 13 
14 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 14 
15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 15 
16 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 16 
17 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 17 
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 18 
19 1.328 17299 | 2.093 2.539 2.861 19 
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 20 
21 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 21 
22 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 22 
23 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 23 
24 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 24 
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 25 
26 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 26 
27 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 27 
28 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 28 
29 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 29 
Inf 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 Inf 


* 摘自 Macmillan Publishing Co., Inc., Statistical Methods for Research Workers, 14*^ ed, R. 
A. Fisher. Copyright © 1970 University of Adelaide, 并 经 许可 . 
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表 B.3 xan i’ 

v a-0.995 ac 一 0.99 020.975 a= 0.95 a= 0.05 a= 0.025 a= 0.01 220.005 v 
1 0.000 0393 0.000 157 0.000 982 0.003 93 3.841 5.024 6.635 7.879 1 
2 0.0100 0.020 1 0.050 6 0.103 5.991 7.378 9.210 10.597 2 
3 0.0717 0.115 0.216 0.352 7.815 9.348 11.345 12.838 3 
4 0.207 0.297 0.484 0.711 9.488 11.143 13.277 14.860 4 
5 0.412 0.554 0.831 1.145 11.070 12.832 15.056 16.750 5 
6 0.676 0.872 1.237 1.635 12.592 14.449 16.812 18.548 6 
7 0.989 1.239 1.690 2.167 14.067 16.013 18.475 20.278 7 
8 1.344 1.646 2.180 2.733 15.507 17.535 20.090 21.955 8 
9 1.735 2.088 2.700 3.325 16.919 19.023 21.666 23.589 9 
10 2.156 2.558 3.247 3.940 18.307 20.483 23.209 25.188 10 
11 2.603 3.053 3.816 4.575 19.675 21.920 24.725 26.757 11 
12 3.074 3.571 4.404 5.226 21.026 23.337 26.217 28.300 12 
13 3.565 4.107 5.009 5.892 22.362 24.736 27.688 29.819 13 
14 4.075 4.660 5.629 6.571 23.685 26.119 29.141 31.319 14 
15 4.601 5.229 6.262 7.261 24.996 27.488 30.578 32.801 15 
16 5.142 5.812 6.908 7.962 26.296 28.845 32.000 34.267 16 
17 5.697 6.408 7.564 8.672 27.587 30.191 33.409 35.718 17 
18 6.265 7.015 8.231 9.390 28.869 31.526 34.805 37.156 18 
19 6.844 7.633 8.907 10.117 30.144 32.852 36.191 38.582 19 
20 7.434 8.260 9.591 10.851 31.410 34.170 37.566 39.997 20 
21 8.034 8.897 10.283 11.591 32.671 35.479 38.932 41.401 21 
22 8.643 9.542 10.982 12.338 33.924 36.781 40.289 42.796 22 
23 9.260 10.196 11.689 13.091 35.172 38.076 41.638 44.181 23 
24 9.886 10.856 12.401 13.484 36.415 39.364 42.980 45.558 24 
25 10.520 11.524 13.120 14.611 37.652 40.646 44.314 46.928 25 
26 11.160 12.198 13.844 15.379 38.885 41.923 45.642 48.290 26 
27 11.808 12.879 14.573 16.151 40.113 43.194 46.963 49.645 27 
28 12.461 13.565 185.308 16.928 41.337 44.461 48.278 50.993 28 
29 13.121 14.256 16.047 17.708 42.557 45.772 49.588 52.336 29 
30 13.787 14.953 16.791 18.493 43.773 46.979 50.892 53.672 30 


* RET Biometrika Tables for Statisticians, Vol. 1 的 表 8, 并 经 Biometrika 编 委 会 许可 . 


附录 D 向量 和 矩阵 复习 


D.1 向 B 


D.i1 向 量 的 定义 
令 pipa, ,pn 是 任意 7 个 实数 , 且 P 为 这 些 实数 的 一 个 有 序 集合 , 即 


P- (pl,pz，……， ,Pn) 


则 称 P 是 一 个 n 维 向 量 (或 简称 为 向 量 ), P 的 第 i 个 元 素 就 是 p: 例如 , P = (1,2) 为 一 个 二 
维 向 量 . 


D.1.2 向量 的 相 加 ( 相 减 ) 


考虑 n 维 向量 
P = (pi, p2, Pn) 
Q —(q.d2.:-: ,qn) 
Rn Tn) 

向 量 R= PP 土 @ 的 第 i 个 元 素 为 ri = Pi +q. 一 般 地 , 若 已 知 向 量 P,Q, S, 则 
P+Q=Q+P (交换 律 ) 
(PEtQ)EtS-Pzr(QrS) (结合 律 ) 
P+(-P)=0 ( 零 向 量 ) 


D.1.3 ”标量 与 向 量 的 乘积 
已 知 向 量 P 和 标量 (常量 )6, 新 的 向 量 
Q = 0P = (0p1, 0p2,: +: ,Opn) 
是 P 与 8 的 标量 积 . 一 般 地 , 给 定向 量 P, S 和 标量 0, v, 


90(P+S)=0P+05 (分 配 律 ) 
0(YP) = (0Y)P (结合 律 ) 


D.1.4 ”线性 无 关 向 量 
[JE Pi, P... P。 是 线性 无 关 的 , 当 且 仅 当 


356P; =0=0;=0, j21,2,--,n 


了 = 
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若 
》 9;P; = 0， 对 于 某 些 9; #0 
j=1 


则 这 些 向 量 是 线性 相关 的 . 例如 , 向 量 
Pi = (1,2), P5 = (2,4) 
是 线性 相关 的 , 因为 对 于 0 = 2 和 92 = 一 1, 有 


oP -0;P3 —0 


D.2 4% 阵 


D.2.1 和 矩阵 的 定义 


矩阵 是 各 个 元 素 的 一 个 矩形 数组 . 矩阵 4 的 元 素 at 位 于 该 数组 的 第 i 行 第 jN 一 个 有 
m 行 和 n 列 的 矩阵 称 为 m x n 大 小 ( 阶 ) 的 矩阵 . 例如 , 下 面 的 矩阵 是 一 个 (4 x 3) 阶 的 矩阵 : 


all GG12 @13 
A= a21 822 423 — las; llaxa 
a31 032 4833 
Q41 042 Q43 
D.2.2 ”各 种 类 型 的 和 矩阵 
(1) 对 于 正方 矩阵 , 有 m = n. 


(2) 单位 矩阵 是 一 个 正方 矩阵 , 其 中 主 对 角 元 素 等 于 1, 而 且 所 有 非 对 角 元 素 都 等 于 0. 全 
如 一 个 (3 x 3) 的 单位 矩阵 为 


(3) 行 延 阵 是 一 个 1 行 n 列 的 矩阵 . 
(4) 91458 JE — ^ m fr 1 列 的 矩阵 . 


(5) ERF AT 称 为 矩阵 A 的 转 置 (transpose), 车 对 于 所 有 的 i 和 j, A 中 的 元 素 aj 等 于 
AT 中 的 元 素 aj. 例如 ， 


1 4 123 
a=|2 s|47-( ) 
45 6 
3 6 


(6) 矩阵 B = 0 J&—^4 Es ME (zero matrix), 3$ B 的 所 有 元 素 都 等 于 零 . 


(7) 两 个 矩阵 A = |laiyll, B = byl 相等 , 当 且 仅 当 它们 的 阶 相同 , 并 且 对 于 所 有 的 6j 
都 有 aij = b. 


D.2 $&€ H- 845 


D.2.3 ”矩阵 的 代数 运算 


矩阵 中 只 定义 了 加 法 (减法 ) 和 乘法 . 虽然 没有 定义 除法 , 但 可 以 用 求 道 来 代替 它 ( 见 附录 
D.2.6). 


和 矩阵 的 加 法 (减法 ) 对 于 两 个 矩阵 A = layl 和 B = loul, 若 它 们 同样 都 是 (m x n) 阶 的 ， 
则 可 以 相 加 , MEE D = A+B 由 对 应 元 素 相 加 得 到 . 因此 有 


lids lm x» = las; t bij|Imxn 
EE A, B, C 的 阶 相同 , 则 


A-B-B-«A (交换 律 ) 

AŁ+(B4C)=(AŁ+B)+C (结合 律 ) 

(A+B)? = ATE BT 
ERRUER  XUTPRASSEE A = jlaijl| 和 B = byl, HENS A 的 列 数 等 于 B 的 行 数 , € 
们 的 乘积 D = AB 有 定义 . 若 A 是 (mx r) ER, B 是 (r x n) MER, 则 D 是 (mx n) 
ERE, 其 中 m 和 n 为 任意 正 整数 值 . 在 这 种 情况 下 , D 的 元 素 计 算 为 


dij — 3 aai, 对 于 所 有 的 i 和 j 


k=1 


4=(2 4)' Pls a o) 
我 们 有 


D- 1 3\7/5 7 j)- 1x5-«-3x6 1x743x8 1x94-3x0 
(42 4/N6 8 0] \2x5+4x6 2x7+4x8 2x9+4x0 


-(5 31 °) 
34 46 18 
一 般 情 况 下 , AB £ BA, 即使 BA 有 定义 . 
矩阵 乘法 服从 下 列 一 般 性 质 : 
I4,A-— 4T =A, Im, In 为 单位 矩阵 
(AB)C = A(BC) 
C(AXB)- CAXCB 
(At B)C = AC € BC 
aAB = (aA)B = A(aB), a 是 一 个 标量 


fA ABMERUISEEL 令 4 是 一 个 (mx r) MERE, B 是 一 个 (rx n) WER, it A 和 B 按 如 下 


分 块 : B. B 
n 12 
A A A 
A= ( n 12 2) B= | Ba Ba 
Az A2 Áz 


Ba Bz 


例如 , 3 
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分 块 中 假定 , 对 于 所 有 的 ij, A; 的 列 数 等 于 By 的 行 数 , 则 


AnBn + Ai2Biz+ AlsBs: AnBiz + Ai2B2z + Aoi) 


AxBc- ( 
AnBii + A22B21 + Az3B31 AnBqi + A22 B22 + Azs B32 


例如 ， 


全 人- (1000 +(2 a(z) S aza | [2 
2 5 ea (al 0o) (a)) OG (2 


D.2.4 1ED58MERUfTSUIX 


考虑 n 阶 正方 矩阵 
Ql  Qi2 in 
Q21 Q22 Q2n 
A= : 
Qnl Qn2 … Qnn 
接 下 来 , 定义 乘积 


Pj jjj = Gij, 0253 ` anjn 
使 得 4 的 每 列 和 每 行 在 下 标 j, j2 ,加 中 恰好 被 表示 一 次 . 再 定义 
Ejja in = { l» ija- RAI 
0, jija- … 了 加 是 奇 排列 
令 p 表示 所 有 n! 个 排列 的 总 和 , 则 A 的 行列 式 计算 公式 为 


` Ein Pj 53.) 
p 


(= a12 J 
A= | an az az 
a31 Q32 033 
|A| = a11(a22a3s — a23032) — a12(021833 — a31023) + a13(a21032 — a22031) 
行列 式 的 性 质 有 以 下 几 点 . 
(1) 若 一 行 或 一 列 中 所 有 元 素 都 为 零 , 则 该 行列 式 的 值 等 于 零 . 
(2) |A| = |A]. 
(3) 车 B ZH A 经 过 交换 任意 两 行 或 两 列 得 到 的 , 则 |B| = —|AJ. 
(4) 3$ A 的 两 行 (或 两 列 ) 相互 成 倍数 关系 , 则 |4| = 0. 
(5) FRE a 乘 以 某 一 列 ( 行 ) 向 量 加 到 另 一 列 向 量 上 , 则 |4| 的 值 不 变 . 


记 为 detA RÈ |A]. 
设 有 和 矩阵 


则 


D.2 %# BE — 847 


(6) 若 一 个 行列 式 的 一 列 或 一 行 的 每 个 元 素 都 乘 以 一 个 标量 a, 则 新 行列 式 的 值 等 于 原 行 
列 式 的 值 乘 以 该 标量 . 


(7) E AM B 是 两 个 n 阶 方 阵 , 则 
|AB| = |AI|B] 


行列 式 子 式 的 定义 ”行列 式 |4| 中 元 素 ay 的 子 式 My 是 从 矩阵 A 经 过 去 掉 第 i 行 和 第 j 列 
得 到 的 . 例如 , 对 于 
O11 G12 0Q13 
A= (= a22 023 | 
431 32 433 


22 Q23 Ql O13 


Mn = ; 一 ， 


Q32 Q33 O31 033 


伴随 矩阵 的 定义 $ Ay = (—1)7 Mu 定义 为 正方 矩阵 B 的 元 素 a; 的 余子 式 (cofactor)， 
MJER: A 的 伴随 矩阵 即 为 ||4i;|| 的 转 置 , 定义 为 : 


An Aa © Am 

. T Aiz 422 An2 
adj A = Al = | 

Ain Azn Ann 


fiin, 车 


12 3 
ZI 3 | 

3 3 4 

x 


W An = (—1)} (3 x 4 — 2 x 3) = 6, Ai2 = (-1?(2x4-3x2) = -2,.., X 


6 1 -5 
aa (5 -5 : 
-3 3 -1 
D.2.5 dE RE 


一 个 矩阵 的 秩 是 r, 若 该 矩阵 中 有 非 零 行列 式 的 最 大 正方 子 矩 阵 的 阶 数 为 r. 一 个 具有 非 零 
行列 式 的 正方 矩阵 称 为 是 满 秩 (full-rank) 或 非 奇 异 (nonsingular) 和 矩阵. 例如 考虑 矩阵 


1 2 3 
A-|[234 
357 
A 是 奇异 (singular) 矩阵 ,因为 
|A| = 1 x (21 — 20) -2x (14— 12) + 3x (010-9) 20 
但 A 的 秩 7 = 2, 因为 12 
| ELE 
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D.2.6 ” 非 奇 异 和 矩阵 的 逆 矩 阵 


车 B 和 C 是 两 个 m WEE, 使 得 BC = CB = 则 称 B 是 C 的 道 , 而 且 C 也 是 BB 
的 逆 . 逆 和 矩阵 的 常用 记号 是 BU 和 Oo. 
定理 3 BC = 了 ,并且 B 是 非 育 异 的 , 则 C= B, RER REER t. 
证 明 ”由 假设 


BC-I 
因此 有 
B'BC-B^I 
得 
IC = B`! 
Bp 
C= B` 


可 以 证 明 , 非 奇异 矩阵 有 以 下 两 个 重要 的 结果 . 

(1) 3$ AM B 为 非 奇 异 n MER, 则 (AB)! = B'A., 
(2) 者 矩阵 A 非 奇 异 , 则 AB = AC 意味 着 互 = C. 

和 矩阵 的 逆 可 用 来 求解 ”个 线性 无 关 方 程 . 考虑 


Q11 Qi2 … Qin Zi bi 
a21 22 Q2n z2 | — b2 
Qnl Qn2 ::** Qnn Tn bn 
其 中 zi 表示 未 知 变量 , a;; Mb 为 常数 . 这 n CHETU F TELE BEES: 
AX =b 


因为 这 些 方程 是 独立 的 , 所 以 A 必 为 非 奇异 . 因此 有 
A"AX = A`'b 


得 

X=A'b 
D.2.7 EERZHHEA 
伴随 矩阵 法 已 知 A 是 ?m 阶 非 奇 异 和 矩阵 ， 


An Az Anı 

a` 1 adi A— 1 412 Áz An2 
AA: : : 
Ain Azn ttt Ánn 


(D TORA 的 求 道子 模块 基于 LU 分 解 方法 . 见 Press 等 人 (1986). 
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例如 , 对 于 


因此 有 


A -le No 


D 
i 
| 
l 
Al" 
A_ 
| d 
C) 2 0 
| 
ww a e 
1 | 
=æ A n 
M 
il 
——— 
| 


AI NSIN UOS 


| 


行 运算 (高 斯 - 若 尔 当 ) 法 ”考虑 分 块 矩阵 (ALD), 其 中 A 非 奇异 . ER A, 我 们 得 到 


H 
7 
5 
7 
3 
7 


(A 'A|IA 1) = (1A!) 


因此 , 应 用 特定 的 一 系列 行 变换 , 将 A ERI, IERA. 为 了 说 明 这 一 方法 , 我 们 考虑 方程 


1 2 3 Zi 3 
(360 

3 34 T3 5 
X 的 解 和 基 和 矩阵 的 逆 可 直接 从 下 式 得 到 : 


A^ (A|I|b) = (1|A7 |A^! b) 


RAHE REAMER: 
88035 
12 3|1 0 0|3 
eiie 
3 3 4|0 0 1|5 
8 13 
1 2 3 100 3 
«(s -1 -4|-2 1 | =) 
0 -3 -5 | -3 0 1| -4 
82: 
10 -5|-3 2 0] -1 
(0 4 THE 
00 7 3 -3 1 
第 3 步 


HC? -3ie3 AI 


He HA -lo 


IN -Ho -le 
—Á 


OS sjo NI 
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我 们 得 到 rı = 2,22 = $, za = 2. A RAER ASPERA REM UU, 与 伴随 矩阵 法 的 结果 
北 和 矩 阵 的 乘积 形式 ”假设 我 们 有 两 个 非 奇异 矩阵 BB 和 Buor, 这 两 个 矩阵 仅 有 一 列 不 同 . 进 一 
步 假设 , B" DA, WEE BI. 可 用 下 列 公式 计算 : 


Bion = EB-! 


矩阵 E 按 如 下 方法 计算 : 车 中 的 列 向 量 P; 用 列 向 量 P. 代替 得 到 Boos, 则 EE 的 构造 是 
把 一 个 m 阶 单位 矩阵 的 第 r 列 用 下 列 向 量 替 换 ; 
-(B^Pjh 
-(B^ Pj) 
| . 


= BT ) ， (B71P;), 
(B^!P;). 十 1 — 第 r 个 位 置 ( i) #0 


€ 


- (B^ Pj), 


3$ (B^ P,), = 0, M B7}, 不 存在 . 
公式 B.l. 的 正确 性 证 明 如 下 . 定义 下 为 一 个 mm 阶 单位 矩阵 , 其 第 > 列 由 (B^ P) 代 
£t HD 


F- (ei,--- Sea B7! Pj, €r41, ,em) 
由 于 Bae 与 B 的 不 同 只 有 第 7 列 由 B-P; 替换 , 则 
Bhnext = BF 


因此 ， 
Bus = (BF) -F'B" 
设 E= F, 即 得 该 公式 . 
这 一 乘积 形式 可 用 于 按 如 下 方法 求 出 任何 非 奇 异 矩阵 B KREE. A Bo = 了 = BS! F 
始 , 接 下 来 用 单位 矩阵 构造 B, 其 第 一 列 用 B 的 第 一 列 代 蔡 , 则 


Bi'= E, B5’ = EI = E; 
一 般 地 , 若 用 单位 矩阵 构造 出 B;, 其 第 i AHER B 的 第 i 列 蔡 换 , 则 有 
B;! 一 EB; = E:B:-1 B] me = EE- El 


这 意味 着 对 于 初始 矩阵 B, 
B^! 一 EnEn- ttt Ei 


下 面 的 例子 说 明 如 何 用 乘积 形式 求 矩 阵 的 逆 . 考虑 
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第 0 步 
1 0 0 
Bo-By!'-|0 10 
0 0 1 
第 1 步 
2 0 0 2\ 一 一 ! 
Bi=|0 1 0|， Byj!'Pi-P,-|o 
401 4 
4$ 0 0 i00 
E-|-g10], Br = 0 1 0 
-$ 0 1 -2 0 1 
第 2 步 
2 1:0 
B;-|020|-B 
40 1 
i 00 1 1 
Bi'P2= 0 1 0 2 | = 2 | 一 r=2 
-2 0 1 0 一 2 
1 -å o 1 -1 0 
E;-|0 + 上 0|=|0 10 
0-31 0 1 1 


—Á 
— 
l 
N CQ nN- 
O =- co 
= Oo 
MM" 
I 
— 
i 
N Q Nie 
l 
p Nie aj 


分 块 矩阵 法 ”假定 有 两 个 n WrIESHRÓBEE AMB, ia Fh: 


Au Ai2 
A- i @ ， Aii 非 奇异 
(axp) (gx 9g) 
Bu Bii 
pg-.| 9*9» (xo 
Ba B22 


(gxp) (gq xg) 
Ë B 是 AB ep, 则 根据 AB = In, 我 们 有 


Anu Bii + ABa = Ip 
AnBu + Bi242220 
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再 根据 BA = T。 我 们 得 到 
BaAii 十 五 zz?42 — 0 
B21 A1; + B22A22 — I, 
因为 Aii 非 奇异 , 存在 AL. 解 出 Bu B12， Bn, B2, 我 们 得 到 
Bu = Ai + (A A)D (An A7) 
Bi;--(AjA))D'! 
Bn--D''(AaAi) 
B=D"! 
其 中 
D = Az - An (Aij A12) 
为 了 说 明 这 些 公式 的 使 用 , 对 于 分 块 矩阵 


123 
A-2|[2 32 
3 3.4 


An = (1), Ar = (2,3), A21 = (2) , Ån = G 4) 
在 这 种 分 块 情况 下 , An = 1, 并 且 


?=(s 4)-(s) Vy- (5 2) 
ma A) 
因此 有 


1 2 
m-(4). me (4 $); m= (D. m (. 


由 此 直接 得 到 B = A^. 
D.2.8 用 Excel 进行 矩阵 运算 
可 以 用 Excel 程序 模块 进行 下 列 矩 阵 运算 : 
(1) £X; (2) 乘法 ; 
(3) 求 非 奇异 矩阵 的 道 ; (4) 求 非 奇 异 矩 阵 的 行列 式 值 . 


D.1 是 矩阵 运算 演示 的 例子 (文件 excelMatManip.xls)， 在 例 1( 转 置 ) H, A 是 一 个 
(2 x 3) MERE, 矩阵 元 素 的 输入 范围 是 A4:C5. 转 置 Transpose(4), Bl AT, 出 现在 用 户 指定 
的 E4:F6 中 ， 得 出 该 选 定 范围 输出 结果 的 计算 步骤 为 : 


其 中 


sie A 
— 


Ho IO 


| 
IT 


(? 


T 
qur 
ij 

R 

M 


"m 


图 D.1 用 Excel 作 和 矩阵 运算 (文件 excel Mat Manip.xls) 


(1) 在 E4 单元 格 输入 公式 -TRANSPOSE(A4:C5); 

(2) 选择 ( 拉 黑 ) 输出 单元 格 范围 E4:F6; 

(3) 按 下 F2 键 ; 

(4) 按 下 CTRL4SHIFT--ENTER 键 . 

EA 2 中 , 我 们 把 输入 矩阵 A 和 B 的 元 素 分 别 放 在 A10:C13 和 A16:A18 中 , 指定 输出 
矩阵 的 范围 E10:E13， 下 一 步 要 在 单元 格 E10 输入 公式 —MMULT(A10:C13, A16:A18), 并 
完全 按照 例 1 的 第 2 步 到 第 4 步 (把 E4:F6 普 换 成 E10:E13). 注意 到 MMULT(A16:A18, 
A10:C13) 没有 定义 . EA 3 F, 单元 格 范围 A22:C24 内 和 矩阵 的 逆 通 过 在 E22 中 输入 公式 
=MINVERSE(A22:C24) 被 指定 到 E22:G24 区 域 , 然后 按照 例 1 的 第 2 步 到 第 4 步 操作 . 最 
后 , 在 例 4 中 , 在 单元 格 E28 中 输入 公式 =MDETERM(A28:C30), 我 们 得 到 A28:C30 内 矩阵 
的 行列 式 值 . 


D.3 二 次 型 


X= (z1,22,--- Zn)” 
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Qi 412 Gin 

021 Q22 Q2n 
A= . 

On] dn2 :** Ann 


则 称 函 数 
Q(X) = XTAX = X D QGijtir; 


1-1 了 一 1 
为 一 个 二 次 型 . 我 们 总 假定 矩阵 A 是 对 称 的 , 因为 每 对 系数 a;; 和 aj;(i x j) 的 每 个 元 素 都 可 
以 用 tatan 代替 而 不 改变 QUX 的 值 . 


举例 说 明 . 二 次 型 
10 1 Ti 
Q(X)—(xiz2,73)|] 2 7 6 £2 
3 0 2 T3 


2 Zi 
3 T2 
2 T3 
注意 , 在 第 2 种 情况 下 , 4 ROSUMÓEEE. 因此 以 后 总 假定 4 是 对 称 的 . 
称 一 个 二 次 型 是 
(1) 正定 的 , 车 对 所 有 的 X 20,8 Q(X) > 0. 
(2) 半 正 定 的 , 若 对 所 有 的 X, Q(X) > 0, 而 且 存 在 X #0, 使 得 Q(X) = 0. 
(3) 负 定 的 , 车 —Q(X) 是 正定 的 . 
(4) 半 负 定 的 , E -Q(X) 是 半 正 定 的 . 
(5) TRH, 在 所 有 其 他 情况 下 . 
可 以 证 明 , 出 现 上 述 各 情况 的 必要 和 充分 条 件 如 下 . 


(1) Q(X) 是 正定 的 ( 半 正 定 的 ), 35 A 的 所 有 主子 行列 式 的 值 都 是 正 的 ( 非 负 的 )?. 在 这 
种 情况 下 , 和 矩阵 A 称 为 是 正定 的 ( 半 正 定 的). 


(2) Q(X) 是 负 定 的 , 若 A 的 第 个 主子 行列 式 的 值 的 符号 是 (一 1)*, 上 二 1,2,.… ,n. 在 
这 种 情况 下 , 矩阵 A 称 为 是 负 定 的 (EEEH). 


(3) Q(X) 是 半 负 定 的 , 若 A WE k 个 主子 行列 式 要 么 为 零 , 要 么 符号 是 (-1)*, k = 


1,2,... ,n. 


等 于 


1 1 
Q(X) —(zxi,z2,73) | 1 7 
2 3 


(D Anxn 的 第 k 个 主子 行列 式 定义 为 


aj QI2 ccc QIK 
021 2022 ::* QO2k 


Oki Qk2 co^ @kk 
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D.4 gqmamXRMEX 
函数 F(X) 称 为 是 一 个 严格 西 函数 , 若 对 于 任意 两 个 不 同 的 点 X, M X2, 都 有 
f(AX1+ (1—4)X3) < Af(Xi) - (1— AM (X23) 


其 中 0< 入 < 1. 反 过 来 , 一 个 函数 FX) 称 为 严格 凹 的 , 若 —f(X) 是 严格 凸 的 . 
ARAR (IU PE) 的 一 种 特殊 情况 是 二 次 型 ( 见 附录 D.3) 


f(X)- CX - X'AX 


其 中 C 是 一 个 常数 向 量 , A AARE. 可 以 证 明 , 3$ A 是 正定 矩阵 , 则 f(X) 是 严格 凸 
函数 , dr A 是 负 定 矩阵 , 则 f(X) 是 严格 四 的 . 
习题 

1. 说 明 下 列 向 最 是 线性 相关 的 ; 


1 一 2 1 -3 6 
3 一 2 一 1 


5 10 
2. 已 知 
1 9 7 -1 2 
A=| 2 5 -8 |, B2-|9 4 8 
37 2 3 6 10 
$: 
(a) A+7B (b) 2A — 3B (c) (A -- 7B)T 
3. 在 第 2 题 中 , 证 明 AB Z BA. 
4. 考虑 分 块 矩阵 
1 5 7 
2 69 2 3 -4 5 
A- 3 7 2 |， B- 1 2 
3 1 0 
4 9 1 
用 分 块 矩阵 法 求 AB. 
5. 在 第 2 题 中 , 用 下 列 方法 求 AC! 和 B. 
(a) 伴随 矩阵 法 . (b) 行 运算 法 . 
(c) 逆 矩 阵 乘 积 形式 . (d) 分 块 矩阵 法 . 
6. 考虑 


2 1 2 
B=ļ|0 2 1|, B'- 
405 - 


EOM eo 
1 

Ni eje jnr 
1 1 

to[- Ale oc 

A 
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假定 第 3 个 向 量 Ps 用 Vs = Pi + 2P: RË, 这 意味 着 所 得 到 的 矩阵 是 奇异 的 . 说 明 如 
何 用 逆 矩 阵 乘积 形式 发 现 矩阵 的 奇异 性 . 


.利用 逆 矩 阵 乘积 形式 检验 下 列 哪 组 方程 有 唯一 解 、 没 有 解 、 有 无 穷 多 个 解 . 


(a) zı +2r2=3 (b) zı +2r2=5 
zı + 4x2 =2 —z1—222— —5 
(c) zi 7224 23-5 
4zi + T2 + 3:3 — 8 
Tı + 322— 2273-3 


8. 验证 附录 B.2.7 给 出 的 求 分 块 矩阵 逆 的 公式 ， 


10. 


11. 


12. 
13. 


14. 


. 求 下 列 矩 阵 的 逆 和 矩阵 


证 明 以 下 二 次 型 是 负 定 的 : 
Q(zi,z2) = 6rl + 3T2 — 4Tı T2 一 2x? 一 3z2 一 z 
证 明 以 下 二 次 型 是 正定 的 : 


Q(zi,z2,z3) = 227 十 2z2 十 3z3 十 2zizz + 27273 


证 明 函 数 /(z) = e* 在 整个 实数 轴 上 是 严格 凸 函数 . 


证 明 二 次 函数 

f(z1,22,23) = 52? 4-522 十 4z3 + Az1r2 + 21273 
是 严格 凸 的 . 
在 第 13 BUB, 证 明 — (21,22, 73) 是 严格 止 函数 . 


参考 文献 
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Press, W., B. Flannery, B. Teukolsky, and W. Vetterling, Numerical Hecipes: The Art of 
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MRE 应 用 案例 


2-19Hi-V 公司 生产 和 缸 装 3 种 橙汁 产品 ; 浓缩 橙汁 、 普 通 橙 汗 和 果 效 .这些 产 品 出 于 大 宗 销售 


目的 , 加 工 成 5 加 仑 的 大 桶 . RERA- RER, 其 他 两 种 产品 用 二 级 检 果 . 表 E.1 列 出 了 
检 果 的 用 途 以 及 下 一 年 的 需求 量 . 市 场 调查 表明 , 对 普通 橙汁 的 需求 量 至 少 是 浓缩 橙汁 需 
求 量 的 两 倍 . 


*X* EI 
产品 HRS URNA 最 大 需求 量 (Uf) 
RE I $ 10 000 
浓缩 橙汁 II 30 12 000 
普通 橙汁 I 15 40 000 


过 去 , Hi-V 公司 分 别 按照 每 磅 25 美 分 和 20 美 分 的 价格 采购 一 级 和 二 级 橙 果 . 而 今 
年 , 一 场 突 如 其 来 的 霜冻 迫使 果农 提前 收获 和 销售 橙 果 , 分 不 出 一 级 和 二 级 来 . 据 估计 , 300 
万 磅 橙 果 中 , 有 3096 属于 一 级 果 , 只 有 60% 属于 二 级 果 . 为 此 , 所 有 的 收成 按照 统一 的 销 
售 价格 出 售 , 每 磅 19 美 分 . 按 Hi-V 公司 的 估算 , 要 把 这 些 橙 果 分 类 成 一 级 果 和 二 级 果 , 公 
司 要 花费 2.15 美 分 / 磅 , SA BEER TERRE RH ( 占 总 收成 的 1090) 将 要 扔 掉 . 

为 了 成 本 分 配 的 目的 , 财务 部 门 采 用 下 面 的 依据 来 估算 每 磅 一 n M 
FH. 因为 采购 的 橙 果 中 有 1096 低 于 二 级 果 的 标准 , 每 磅 的 有 效 平均 成 本 按 091218) = 
美 分 计算 . 由 于 采购 批量 中 一 级 果 和 二 级 果 的 比例 是 1:2, 相应 的 平均 每 确 采 风 成 本 旨 用 
按照 过 去 的 价格 就 是 CD .— 21.67 美 分 。 因 此， 平均 价格 的 增加 部 分 (—23.5 
美 分 -21.67 美 分 ) 应 按照 1 : 2 的 比例 重新 分 配 到 两 种 级 别 的 橙 果 上 , 得 到 一 级 果 的 
费用 为 每 磅 25 + 183(1) = 25.61 美 分 , 二 级 果 的 费用 为 每 磅 20 + 1.83(2) = 21.22 美 分 . 
利用 这 些 信 息 , 财务 部 门 编制 了 一 份 这 3 种 产品 的 收益 表 , ME E. 


X E2 
产品 (5 meig) 
果 4 浓缩 果汁 普通 橙汁 
售 价 $15.50 $30.25 $20.75 
可 变 成 本 9.85 21.05 13.28 
固定 分 排 成 本 1.05 2.15 1.96 
总 成 本 $10.90 $23.20 $15.24 
净利 润 4.60 7.05 5.51 


(D 资料 来 源 :“Red Brand Canners," Stanford Business Cases 1965, Graduate School of Business, 


Stanford University. 
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为 Hi-V 公司 制定 一 个 生产 计划 . 


2-2” 某 钢铁 公司 有 一 个 铸造 厂 和 两 个 轧钢 厂 . DIEI RR 3 种 钢锭 , 钢锭 在 运送 到 轧钢 厂 之 前 
要 在 机 械 车 间 进 行 加 工 , 加 工 好 的 钢锭 由 轧钢 厂 制造 成 各 种 产品 . 
每 个 季度 初 , 两 个 轧钢 厂 各 自 编制 一 份 钢锭 的 月 度 需求 计划 , 交 给 铸造 厂 . 然后 铸造 厂 
经 理 再 根据 机 械 加 工 车 间 的 最 大 生产 能 力 编制 一 份 生产 计划 , 不 足 的 部 分 通过 直接 用 高 价 
从 外 面 采 购 来 满足 . 表 E.3 是 铸造 厂 自己 生产 每 个 钢锭 的 费用 和 外 部 采购 价格 之 间 的 对 比 . 
然而 , 三 管理 部 门 指出 , 这 种 供应 不 足 的 情况 并 不 常见 , 估计 只 有 约 5% 的 时 候 才 会 发 生 . 


X E3 
AERE 外 部 采购 价格 
MERN ER on (每 只 钢锭 S) (每 只 钢锭 S) 
1 800 90 108 


2 1 200 130 145 
3 1 650 180 194 


表 E.4 列 出 了 机 械 加 工 车 间 4 台 不 同 机 床上 的 加 工时 间 , 两 个 轧钢 厂 未 来 3 个 月 对 
钢锭 的 需求 最 见 表 E.5. 


表 E. 
机 床 每 只 钢锭 加 工时 间 机 床 每 月 每 台 机 床 的 
类 型 钢锭 1 钢锭 2 钢锭 3 数量 工作 小 时 
1 1 5 7 10 320 
2 0 4 6 8 310 
3 6 3 0 9 300 
4 3 6 9 5 310 
—_—— >” 3 «X 
表 ES 
钢锭 需求 量 
月 度 轧钢 厂 1 轧钢 厂 2 
钢锭 1 钢锭 2 钢锭 3 钢锭 1 钢锭 2 钢锭 3 
1 500 200 400 200 100 0 
2 0 300 500 300 200 200 


3 100 0 300 0 400 200 


为 该 机 械 加 工 车 间 制 定 一 个 生产 进度 安排 . 


2-3 ArkTec 公司 为 个 人 客户 组 装 PC 机 . 未 来 4 个 季度 的 订单 分 别 为 400, 700, 500, 200 台 . 
ArkTec 也 可 以 一 个 季度 内 生产 超过 需求 量 的 台数 , 在 这 种 情况 下 , 每 台 计 算 机 每 个 季度 会 
RE $100 的 储存 费用 ， 从 一 个 季度 到 下 个 季度 增加 产量 需要 雇佣 更 多 的 工人 , 这 会 使 得 
该 季度 每 台 计 算 机 增加 生产 成 本 860. 此外, 从 一 个 季度 到 下 个 季度 降低 产量 就 需要 解雇 
IA, 也 会 使 得 该 季度 每 台 计 算 机 的 生产 成 本 增加 $50. 


(D S. Jain, K. Stott, and E. Vasold, *Orderbook Balancing Using a Combination of Linear 
Programming and Heuristic Techniques," Interfaces, Vol.9, No.1, pp.55-67, 1978. 
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ArkTec 公司 该 如 何 安排 计算 机 的 组 装 线 来 满足 这 4 个 季度 的 需求 呢 ? 


2-4 Beaver 家 具 公 司 生产 椅子、 桌子 和 书架 . 工厂 先生 产 出 半成品 , 然后 在 公司 的 组 装 线 上 进 
FAR. 工厂 (组 装 前 ) 月 度 生 产能 力 包括 3 000 把 椅子 、1 000 张 桌子 和 580 个 书架 . 组 
装 线 雇用 了 150 个 工人 , ERAH, 每 班 工作 8 小 时 , 每 周 5 天 工作 日 . 每 把 椅子 、 每 张 桌 
子 和 每 个 书架 的 平均 组 装 时 间 分 别 为 20 分 钟 、40 分 钟 和 15 分 钟 . 

因为 工人 每 年 有 休假 , 所 以 在 组 装 线 上 工作 的 工人 数量 是 浮动 的 . 请 求 休假 的 人 数 是 ， 
5 ABA 20 A, 6 月 份 25 A, 7 月 份 45 A. R E.6 给 出 了 市 场 部 门 预测 的 这 3 种 产品 5 
H.6 月 和 7 月 的 销售 量 . 这 3 种 产品 的 生产 成 本 和 销售 价格 见 表 ELT. 如 果 生 产 出 来 的 
每 件 产品 在 某 个 月 没有 卖 出 , 则 存放 起 来 下 个 月 销售 , 储存 费用 大 约 是 生产 成 本 的 296. 


X: E.6 
sa 0 HBWüMR 4 月 末 
5 月 份 6 月 份 7 月 份 库存 量 
椅子 2 800 2 300 3 350 30 
AT 500 800 1 400 100 
书架 320 300 600 50 
AX ET 
产品 单位 成 本 (9) 销售 单价 (8) 
HT 150 250 
桌子 400 750 
书架 60 120 


Beaver 公司 应 该 批准 这 些 工 人 提出 的 休 年 假 请 求 吗 ? 
第 3 章 应 用 题 


3-1 一 家 小 型 铅 头 食品 公司 生产 5 种 罐头 食品 , 这 些 产品 用 3 种 新 鲜 水 果 作 为 原料 . 生产 过 程 
用 到 两 个 生产 部 门 , 原来 设计 了 富余 的 生产 能 力 , 用 于 将 来 扩 产 . 事实 上 , 该 公司 现在 按照 
一 个 班组 生产 , 随 着 需求 量 的 增加 , 很 容易 能 扩 产 到 两 个 班 和 3 个 班 生 产 . 当前 的 实际 限 
制 条 件 是 没有 足够 的 新 鲜 水 果 . 由 于 公司 自己 冷库 的 能 力 有 限 , 必须 每 天 采购 鲜果 . 

公司 刚刚 聘用 了 一 位 年 轻 的 学 运筹 学 的 分 析 人 员 , 对 生产 情况 作 了 分 析 以 后 , 他 决定 
为 工厂 建立 一 个 LP 模型 . 该 模型 含有 5 个 决策 变量 (5 种 产品 ), 3 个 约束 条 件 (原材料 ). 
利用 这 3 个 约束 和 5 个 变量 , 按照 LP 的 理论 , 最 优 解 是 最 多 只 能 有 3 种 产品 . "ine," 
这 位 分 析 人 员 想 ,“ 这 个 公司 的 生产 没 达到 最 优 .” 

该 分 析 人 员 去 见 了 工厂 经 理 , 详细 讨论 他 的 LP 模型 .这 位 经 理 似乎 弄 明 白 了 建 模 的 
概念 , 同意 这 位 分 析 人 员 的 模型 , 认为 它 接近 于 实际 情况 的 表达 . 这 位 分 析 人 员 接 着 解释 说 ， 
根据 线性 规划 的 理论 , 最 优 的 产品 种 数 不 应 该 超过 3 种 , 因为 这 模型 只 有 3 个 约束 . 因为 
如 此 , 建议 考虑 让 两 种 利润 不 好 的 产品 停产 . 

经 理 仔细 听取 了 他 的 汇报 , 然后 告诉 这 位 分 析 人 员 说 , 公司 坚决 要 生产 所 有 这 5 种 产 
品 , 因为 出 于 市 场 竞 争 的 考虑 , 而 且 公司 不 可 能 停产 任何 一 种 产品 . 这 位 运筹 学 分 析 人 员 回 
答 道 , 要 想 解决 这 种 情况 , 唯一 的 办 法 就 是 至 少 再 添加 两 个 约束 , 这 种 情况 下 , RR LP 
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模型 才 有 可 能 包括 所 有 这 5 种 产品 . 这 时 , 经 理 搞 糊涂 了 , 因为 要 生产 更 多 的 产品 就 必须 
添加 更 多 的 约束 条 件 的 想法 根本 不 符合 最 优 性 . 这 位 分 析 人 员 回答 道 :“ 这 就 是 LP 理论 所 
说 的 呀 !” 

你 对 这 种 “ 自 相 了 矛盾 ”怎么 解释 呢 ? 


3-2 一 家 LTL 运输 公司 专门 经 营 小 件 运输 , 其 运送 点 遍及 全 美国 . 当 货 物 到 达 某 个 运送 点 后 ， 


要 分 拣 这 些 货 物 , 有 些 送 到 当地 客户 , 有 些 再 转运 到 其 他 地 点 . 运送 点 的 货 站 雇用 的 工作 人 
员 有 国定 工 和 临时 工 . 固定 工 是 一 些 工会 雇员 , 保证 每 周 能 工作 40 个 小 时 , 一 个 固定 工 被 
分 配 到 一 天 标准 三 班 中 的 一 班 , 连续 5 天 上 同一 个 班 , 但 可 能 从 一 周 的 任何 一 天 开始 . 临 
时 工 是 临时 雇用 的 , 工作 若干 小 时 , 为 可 能 超过 现 有 固定 工 工作 最 的 高 峰 时 段 提 供 帮 手 . 与 
工会 签订 的 合同 要 求 , 临时 工 每 周 的 工作 时 间 必 须 少 于 40 小 时 . 

运输 的 货物 在 一 天 内 的 任何 时 间 都 可 能 到 达 运 送 点 , 为 了 实用 目的 , 我 们 假定 运送 的 
货物 量 随 一 天 的 时 间 连 续 变化 . 对 历史 数据 的 分 析 表 明 , 货物 量 水 平 每 周 呈 循环 模式 , 周末 
(星期 五 到 星期 日 ) 达到 高 峰 . 公司 的 政策 要 求 : 一 件 货物 必须 在 到 达 运 送 点 后 16 个 小 时 
内 处 理 完毕 . 

请 建立 一 个 模型 , 求 出 固定 工 的 每 周 工作 安排 方案 . 


3-3?Elk Hills 油田 由 美国 联邦 政府 控股 (80%), 其 能 源 部 (DOE) 按 法 律 授权 将 所 生产 的 政府 


股份 的 石油 销售 给 最 高 竞价 人 . 同时 , 法 律 也 对 向 任何 一 个 竞价 单位 供应 的 油 量 设 定 了 上 
R. 该 油田 有 6 个 供应 点 , 其 生产 能 力 (bbl/ 天 ) 各 不 相同 , 每 个 供应 点 的 日 产量 (bbl/ 天 ) 
作为 竞价 项 每 天 公布 , 一 个 竞价 人 可 以 对 任意 多 个 竞价 项 提出 竞争 价格 . DOE 接收 这 些 竞 
价 并 对 它们 进行 评估 ,从 竞价 项 1 开始 , 一 直到 竞价 项 6, 向 出 最 高 价 的 竞价 人 供 油 , 但 要 
考虑 法 律 规定 的 能 供应 给 一 个 竞价 人 的 油 量 上 限 . 具体 地 , 表 E.8 给 出 了 某 一 天 红利 价格 
的 竞价 情况 . 红利 指 在 供应 点 地 区 生产 的 同等 级 石油 最 高 报价 之 上 的 加 价 . 任何 竞价 人 购 
买 的 油 量 不 得 超过 所 有 供应 点 日 产 总 量 180 000 bbl 的 20%. 


表 ES 
竞价 人 出 价 的 红利 (S/bbl 产量 
竞价 项 1 2 3 4 5 6 7 8 (1 000 bbl/ X) 


110 0.99 1.20 1.10 0.95 1.00 1.05 1.02 20 
1.05 1.02 1.12 1.08 1.09 1.06 1.11 1.07 30 
1.00 0.95 0.97 0.94 0.93 1.01 1.02 0.98 25 
1.31 1.27 1.28 1.26 1.32 1.32 40 
1.09 1.12 1.15 1.07 1.08 1.11 1.05 1.10 35 
0.89 0.87 0.90 0.86 0.85 0.91 0.88 — 0.91 30 


cO 0» -~ 
= 
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cn 


DOE 采用 一 种 评分 排队 的 方法 按照 报价 高 低 分 配 石油 . 从 竞价 项 1 开始 , 竞价 人 3 
给 出 的 红利 报价 最 高 (=$1.2), 因此 他 得 到 竞价 项 1 以 及 法 律 要 求 的 20% 上 限 (= 0.2 x 
18 000 = 36 000 bbl) 所 允许 的 最 大 供 油 量 . 根据 表 中 的 数据 , 所 有 竞价 项 1 的 产量 (20 000 


D 资料 来 源 于 作者 对 一 家 全 国 LTL 运输 公司 开展 的 一 项 研究 项 目 . 


四 资料 来 源 : B. Jackson and J. Brown, “Using LP for Crude Oil Sales at Elk Hills: A Case 
Study," Interfaces, Vol.10, pp.65-69, No.3, 1980. 
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bbl) 都 分 配给 了 竞价 人 3. 接 下 来 看 竞价 项 2, 还 是 竞价 人 3 给 出 了 最 高 的 红利 价 , 但 最 
多 只 能 够 供给 他 16 000 bbl, 因为 有 2096 的 限制 . 剩余 的 量 给 了 第 二 高 红利 报价 的 竞价 人 
(= $1.11), 因此 给 竞价 人 7 分 配 14 000 bbl(=30 000—16 000). 重复 着 一 过 程 直到 竞价 项 
6 分 配 完毕 . 


本 问题 所 提出 的 方法 能 保证 政府 的 最 大 日 收益 吗 ? 政府 能 通过 提高 或 降低 20% 的 限 
制 取 得 更 好 的 收益 吗 ? 


第 4 章 应 用 题 
4-1 MANCO 公司 生产 P1, P2, P3 3 种 产品 , 生产 过 程 用 到 原材料 R1 和 R2, 这 些 原材料 由 


4 


N 


设备 Fl 和 F2 加 工 . X E.9 给 出 了 该 问题 的 相关 数据 . 对 P2 的 最 小 日 需求 量 是 70 件 ， 
对 P3 的 最 大 需求 量 为 240 fF. P1, P2, P3 的 单位 收益 分 别 是 $300, $200, $500. 


表 E.9 
每 件 产品 用 量 最 大 
资源 单位 P1 P2 P3 日 产量 
F1 ^ 1 2 1 430 
F2 分 3 0 2 460 
R1 B 1 4 0 420 
R2 B 1 1 1 


300 


MANCO 的 管理 部 门 正在 研究 改善 公司 财务 状况 的 办 法 . 讨论 下 列 方案 的 可 行 性 : 

(1) P3 的 每 单位 收益 可 以 增加 2096, 但 这 会 让 市 场 需求 从 240 件 减少 到 210 件 . 

(2) 原材料 R2 在 限制 现 有 产量 中 似乎 是 一 个 关键 因素 . 按照 比 现 有 供应 商 的 每 磅 高 
$3 的 价格 再 寻找 一 家 供应 商 , 则 可 增加 产量 . 

(3) F1 和 F2 的 加 工 能 力 每 天 可 增加 40 分 钟 , 每 台 设 备 每 天 增加 加 工 成 本 费 $35. 

(4) 产品 P2 的 主要 买 家 提出 , 每 天 的 供应 量 可 从 现在 的 70 件 提高 到 100 件 . 

(5) P1 在 F2 上 的 每 件 加 工时 间 可 从 3 分 钟 减少 到 2 分 钟 , 每 天 增加 成 本 $4. 


Reddy Mikks 公司 正在 制定 一 项 未 来 发 展 计划 .一 份 市 场 调查 表明 ,公司 可 增加 销售 量 

25%. 为 了 制订 一 个 行动 计划 , 公司 正在 对 下 列 方案 进行 研究 (详细 的 模型 和 求解 见 例 3.3- 

1). 

方案 1 ”因为 增加 25% 的 销售 量 相当 于 增加 了 约 $5 250 的 收入 , 并 且 每 增加 1 吨 M1 
和 M2 分 别 增加 价值 $750 M $500, 要 实现 所 要 求 的 提高 产量 , 就 需要 每 种 ML 和 
M2 增加 $5250 + 879939900 — 8.4 Mi. 

方案 2 ”原材料 MI 和 M2 的 增加 量 分 别 为 6 UE 1 吨 . 这 些 增 量 等 于 M1 和 M2 MA 
KE (分 别 等 于 24 吨 和 6 mk) 的 25%. 由 于 这 两 种 资源 在 当前 的 最 优 解 中 是 短缺 的 ， 
增加 2596 的 供 货 量 就 能 得 到 同样 水 平 的 所 需要 的 内 外 涂料 的 产量 增长 

你 对 这 些 方案 的 看 法 如 何 ? 你 能 提出 解决 这 个 问题 的 其 他 方法 吗 ? 


(D 资料 来 源 : D. Sheran, “Post-Optimal Analysis in Linear Programming- The Right Example," 


IIE Transactions, Vol.16, No.1, pp.99-102, March 1984. 
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第 5 章 应 用 题 
5-19ABC 可 乐 公司 在 Tawanda 岛国 北部 设 了 一 家 工厂 , 生产 3 种 包装 的 软饮料 , 包括 可 回收 


型 玻璃 瓶 、 铝 饶 和 不 可 回收 的 塑料 瓶 . 可 回收 的 ( 空 ) 瓶 运送 到 销售 库房 , 在 工厂 内 再 利用 . 

因为 需求 量 的 连续 增长 , ABC 公司 想 要 另外 建 一 家 工厂 . 表 E.10 给 出 了 未 来 5 年 对 
软饮料 的 需求 情况 (单位 ; W), 表 E.11 是 现 有 工厂 这 5 年 期 间 的 规划 生产 能 力 . 该 公司 
拥有 6 个 分 销 仓库 ; NT 和 N2 在 北部 、C1,C2 在 中 部 , S1 和 S2 位 于 南部 . 表 E12 给 出 
了 每 个 仓库 在 本 地 区 的 销售 份额 . 接近 于 60% 的 销售 量 在 北部 , 15% 在 南部 , 而 25% 的 
销售 量 出 现在 南部 地 区 . 


表 E.10 
一 ~ LLL LLLA 
包装 方式 年 R 
1 2 3 4 5 
可 回收 的 玻璃 瓶 2 400 2 450 2 600 2 800 3 100 
Ai 1750 2 000 2 300 2 650 3 050 
不 可 回收 的 塑料 瓶 490 550 600 650 720 
一 一- _ --- ”和 ~ 0 5 
X* E11 
m L LLL 
年 R 
包装 方式 1 2 3 4 5 
可 回收 的 玻璃 瓶 1 800 1 400 1 900 2 050 2 150 
aiii 1250 1350 1 400 1 500 1 800 
Ani EA EH 350 380 400 400 450 
X E.12 
仓库 销售 份额 百分比 
N1 85 
N2 15 
Cl 60 
C2 40 
S1 80 
S2 20 


该 公司 想 要 在 中 部 或 者 南部 建设 一 家 新 厂 . 每 箱 可 回收 的 瓶子 的 运输 成 本 见 表 E13. 
按照 估算 , 每 箱 易 拉 负 和 每 箱 不 可 回收 的 瓶子 的 运输 成 本 分 别 是 可 回收 的 瓶子 的 60% 和 
7096. 


X* E.13 
一 ALL — 
仓库 每 箱 运输 成 本 (8) 
LUN 中 部 厂 LIN 
N1 0.80 1.30 1.90 
N2 1.20 1.90 2.90 
C1 1.50 1.05 1.20 
C2 1.60 0.80 1.60 
S1 1.90 1.50 0.90 
S2 2.10 1.70 0.80 


(D 资料 来 源 : T. Cheng and C. Chiu, “A Case Study of Production Expansion Planning in à 


Soft-Drink Manufacturing Company," Omega, Vol.16, No.6, pp.521-532, 1988. 
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新 三 的 位 置 应 该 设 在 该 国 的 中 部 还 是 南部 ? 


5-29 建 设 布 里 斯 班 国际 机 场 需要 将 从 附近 海湾 的 5 个 沙场 挖 据 出 来 的 约 1 355 000 立方 米 的 
沙子 用 管道 运送 到 机 场 工地 的 9 处 施工 现场 . 这 些 沙子 用 作 稳 固 施工 区 域 的 潮湿 地 面 . 一 
些 要 送 来 沙子 的 现场 专门 修建 了 场 内 和 机 场 周围 的 道路 . 对 于 现场 中 的 多 余 的 沙子 , 将 用 
卡车 运 到 机 场 周边 将 要 修建 道路 的 其 他 偏远 地 区 . 沙场 到 施工 现场 的 距离 (单位 : 100 米 ) 
见 表 E.14, 这 个 表 还 说 明了 每 个 施工 现场 地 点 的 供应 量 和 需求 量 . 


X E14 


QU OU N -e 


需求 量 62 217 444 315 50 7 20 90 150 


(a) 该 项 目的 管理 部 门 已 经 估算 过 , 要 运送 2495 000 单位 [体积 (m3)x EA (100 m)] 
沙子 , 每 单位 费用 为 $0.65. 项 目 管理 部 门 给 出 的 这 个 运送 沙子 的 估算 准确 吗 ? 

(b) 项 目 管理 部 门 已 经 认识 到 , 必须 要 在 道路 建设 完成 后 , 才能 把 沙子 运送 到 施工 现场 . 尤 
其 是 , 外 围 道 路 (目的 地 9) 必须 在 向 某 些 现场 运送 沙子 之 前 建成 . 在 表 E.15 中 , 用 
x 标 出 了 不 通道 路 的 情况 , 它们 需要 完成 外 围 道路 的 建设 . 根据 这 些 限 制 条 件 , 应 如 
何 运送 沙子 呢 ? 


家 E.15 


n e ON- 


5-3 10 年 前 , 有 个 批发 商 开 办 了 一 家 公司 , 从 中 心 货 栈 (CW) 销售 药品 . 订单 药品 用 面包 车 送 
到 顾客 那里 , 随 着 需求 的 增长 , 他 扩大 了 中 心 货 栈 , 此 外 , 还 新 建 了 W 和 W2 两 个 新 货 
B. 中 心 货 栈 的 存货 通常 比较 全 , 偶尔 也 会 为 新 建 货 栈 供应 某 些 缺 货 . 现在 , 这 种 偶尔 缺 货 
式 的 供应 已 经 发 展 成 一 种 大 规模 的 经 营 方式 , 这 两 个 新 建 货 栈 有 i 的 分 销 库存 来 自 中心 货 
栈 . 表 E.16 给 出 了 这 3 个 货 栈 向 顾客 点 Cl 到 C6 发 送 的 订单 量 . 一 个 顾客 点 是 一 个 城 
镇 , 设 有 若干 药店 . 


(D 资料 来 源 : C. Perry and M. Ilief, “Earth Moving on Construction Projects," Interfaces, Vol.13, 
No.1, pp.79-84, 1983. 
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X E.16 


几 年 来 , 批发 商 的 供 货 安排 逐渐 发 展 到 现在 的 状态 . 其 实 , 这 种 供 货 安排 过 去 是 按照 某 
种 分 散 式 的 方式 , 由 每 个 货 栈 根据 “自主 经 营 ”的 标准 来 决定 供 货 区 域 . 的 确 , 在 某 些 情况 
下 , 货 栈 经 理 们 会 争夺 新 的 客户 , 主要 为 了 提高 他 们 的 “影响 范围 > . 例如 , 中 心 货 栈 的 经 
理 们 声称 , 他 们 的 供 货 区 域 不 仅 包括 普通 的 顾客 , 还 有 其 他 两 个 货 栈 . 在 很 多 情况 下 , 同一 
个 城镇 (顾客 点 ) 内 有 好 几 家 货 栈 向 不 同 的 药店 供应 药品 . 

不 同 的 顾客 点 之 间 面 包车 的 行车 距离 (英里 ) 见 表 E.17. 一 车 通常 可 装 100 个 订单 的 
货物 量 . 请 对 该 批发 商 现 在 的 销售 策略 做 出 评价 . 


X EAT 
—_—ŘŘ rm L 
CW w1 W2 Ci C2 C3 C4 C5 C6 


5-4 Kee Wee 航空 公司 经 营 Waco 与 Macon 之 间 的 8 个 往返 航班 , 航班 时 刻 表 见 表 E18. 
如 果 在 另 一 个 城市 至 少 有 90 分 钟 的 停留 时 间 , 机 组 人 员 就 能 够 在 当天 返回 到 其 本 地 机 场 
(Waco 或 Macon); 否则 , 机 组 只 能 第 二 天 返回 . 要 求 将 机 组 与 从 这 两 个 城市 出 发 的 航班 之 
间 做 出 编排 , 使 得 所 有 机 组 的 总 停留 时 间 最 短 . 


表 E.18 
从 Waco 出 发 到 达 Macon 航班 从 Waco 出 发 到 达 Macon 
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第 6 章 应 用 古 


6-1 一 位 住 在 旧金山 (SF) 的 户外 运动 爱好 者 想 利 用 一 次 15 天 的 假期 去 4 个 国家 公园 : 优 山 
美 地 (YO), RA (YE), KW (GT), 罗斯 摩尔 山 (MR). 这 次 旅行 从 旧金山 出 发 , 再 回 到 
旧金山 , 所 去 公园 的 路 线 是 SF 一 YO 一 YE 一 GT 一 MR 一 SF, 并 且 在 每 个 公园 呆 上 两 天 时 
间 . 从 一 个 公园 到 下 一 个 公园 , BARKA, 要 么 开车 . 如 果 坐 飞机 , 每 段 旅程 需要 1/2 天 
时 间 ; 如 果 开 车 的 话 , 从 SF 到 YO 需要 1/2 小 时 , 从 YO 到 YE 需要 3 X, 从 YE 到 
GT € 1 X, 从 GT 到 MR 需要 2 X, 而 从 MR 回 到 SF 则 需要 3 X. 乘坐 汽车 的 好 处 
是 便宜 , 但 需要 的 时 间 长 , 考虑 到 这 个 人 要 在 15 天 后 必须 回来 上 班 , 目标 就 是 要 在 15 天 
的 期 限 内 让 旅行 的 费用 最 少 . 表 E.19 给 出 了 乘坐 飞机 和 开车 旅行 的 单程 费用 , 求 旅行 中 每 
个 旅 段 的 最 优 旅 行 方式 . 


X E.19 

出 发 地 乘 飞 机 旅行 的 费用 ($) 乘 汽车 旅行 的 费用 ($) 
SF YO YE GT MR SF YO YE GT MR 
SF - 150 350 380 450 - 130 175 200 230 
YO 150 - 400 290 340 130 - 200 145 180 
YE 350 400 - 150 320 175 200 - 70 — 150 
GT 380 290 150 - 300 200 145 70 - 100 

MR 450 340 320 300 - 230 180 150 100 


6-2" 有 个 捐赠 人 要 给 Springdale 公共 图 书馆 捐赠 图 书 , 这 些 书 有 4 种 高 度 :12 英寸 、 10 英 
十 、8 英寸 和 6 英寸 . 馆 长 估计 , 对 12 英寸 的 书籍 需要 12 英尺 的 书架 , 10 英寸 的 书籍 需 
要 18 英尺 的 书架 , 8 英寸 的 书籍 需要 9 英尺 的 书架 , 而 6 英寸 的 书籍 则 需要 10 英尺 的 书 
AR. 制作 一 个 书架 的 费用 包括 每 英尺 长 度 的 固定 费用 和 可 变 费 用 , 如 表 E.20 所 示 . 


表 E.20 
书架 高 度 (ft) 固定 费用 (8) 可 变 费 用 (8/ft) 
12 25 5.50 
10 25 4.50 
8 22 3.50 
6 22 2.50 


假设 允许 较 小 的 书籍 放 在 较 大 的 书架 上 , 那么 该 如 何 设计 这 些 书 架 昵 ? 


6-3 一 家 船 运 公司 想 要 把 5 船 货物 从 A, B, C 港口 运送 到 D A E 港口 . 这 5 次 运输 的 交 货 日 
期 如 表 E.21 所 示 . d E.22 给 出 了 这 些 港 口 之 间 (假设 往返 航行 时 间 要 短 一 些 ) 的 行船 时 
间 CA). 该 公司 想 要 知道 按照 给 定 的 船 运 计划 所 需要 的 最 少 船 数 是 多 少 . 


(D 资料 来 源 : A. Ravindran, “On Compact Storage in Libraries," Opsearch, Vol.8, No.3, pp.245- 
2852, 1971. 
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* E21 * E22 
送 货 行船 路 线 到 货 日 期 A B Cc D E 
1 A 到 D 10 ' : m 
2 A 到 E 15 
3 B 到 D 4 
4 B 到 E 5 
5 CHE 18 


6-42 有 几 个 人 曾经 一 起 在 海外 设立 了 一 家 自 由 经 纪 人 公司 , 经 营 高 投机 性 股票 . 这 些 经 纪 人 在 
一 种 允许 各 种 经 纪 人 之 间 交 易 的 宽松 金融 系统 下 运作 , 包括 买 入 、 卖 出 、 借 仇 和 放贷 . 对 于 
整个 这 一 批 经 纪 人 来 说 , 他 们 的 收入 来 自 对 外 客户 销售 所 收取 的 佣金 . 

最 终 , 投机 股票 中 的 风险 交易 变 得 一 塌 糊 涂 , 所 有 的 经 纪 人 都 破 了 产 . 那 时 的 财务 状况 
是 , 所 有 的 经 纪 人 都 欠 外 部 客户 的 债 , 而 且 经 纪 人 之 间 的 金融 纠缠 极其 复杂 , 几乎 每 一 个 经 
纪 人 都 欠 公 司 内 其 他 经 纪 人 的 债 . 

那些 个 资产 能 够 支付 欠 债 的 经 纪 人 被 宣布 有 偿还 能 力 . 剩 下 的 经 纪 人 求助 于 法 律 机 构 ， 
让 他 们 从 外 部 客户 的 利益 出 发 来 解决 好 债务 问题 . 由 于 没有 偿还 能 力 的 经 纪 人 的 实际 资产 
少 于 应 支付 量 , 所 有 的 债务 按 比 例 进行 了 分 配 . 最 终 的 结果 是 , 将 没有 偿还 能 力 的 经 纪 人 的 
所 有 资产 都 进行 了 完全 清算 . 

在 处 理 没有 偿还 能 力 的 经 纪 人 的 内 部 财务 纠缠 问题 时 ， 人 们 决定 交易 只 是 为 了 满足 法 
RER, 因为 实际 上 , 没有 一 个 经 纪 人 手 上 还 有 别人 的 资金 . 法 律 机 构 要 求 , 将 经 纪 人 之 间 
的 交易 数 减 少 到 绝对 最 小 数 . 这 就 意味 着 , 车 A 欠 B X 元 , 而 且 B 欠 A Y 元 , 这 两 笔 
“循环 ”交易 就 减少 成 一 笔 , 欠 款额 为 |X Y E X > Y, 这 笔 钱 就 由 A 支付 给 B, 反之 
EY >X, 则 由 B 支付 给 A, 假如 是 X =Y, 则 这 两 笔 交 易 就 完全 抵消 了 . 这 一 思路 被 广 
泛 用 在 解决 涉及 任意 多 个 经 纪 人 的 循环 债务 问题. 

你 会 怎样 来 处 理 这 种 情况 呢 ? 具体 地 , 要 求 你 回答 以 下 两 个 问题 . 

(1) 应 如 何 分 摊 债 务 ? 

(2) 应 如 何 把 经 纪 人 之 间 的 交易 数 减 到 最 小 ? 

第 7 章 应 用 题 

7-1? Warehouzer 公司 经 营 3 处 木材 生产 林地 , 植树 面积 分 别 是 100 000, 180 000, 200 000 英 
Bi. 主要 的 木材 产品 包括 3 类 , 分 别 是 纸浆 用 木材 、 夹板 和 原 锯 木 . 在 每 块 林 地 上 , 可 以 有 
儿 种 植树 方案 , 每 种 方案 的 成 本 、 轮 种 年 限 ( 即 从 树苗 到 成 材 所 需 的 年 数 )、 土 地 租用 收入 
以 及 产量 都 不 一 样 . 表 E.23 是 这 些 数据 的 汇总 表 . 


为 了 保证 未 来 生产 的 持续 性 , 每 种 方案 中 , 所 种 植 的 每 英亩 林地 都 要 求 , 英亩 数 等 于 方 
案 制订 的 轮 种 年 限 数 . 租金 列表 示 每 英亩 的 土地 租用 收入 . 


(D 资料 来 源 : H. Taha, "Operations Research Analysis of a Stock Market Problem," Computers 
and Operations Research, Vol.18, No.7, pp.597-602, 1991. 

© 资料 来 源 : K. Rustagi, Forest Management Planning for Timber Production: A Goal Pro- 
gramming Approach, Bulletin No.89, Yale University, New Haven, 1976. 
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X E.23 
有 em / — €m/XH ，，，， 
林地 方案 一 成 本 Hà NFR  —REX XE o E 
1 A1 1 000 160 20 12 0 0 

A2 800 117 25 10 0 0 
A3 1 500 140 40 5 6 0 
A4 1 200 195 15 4 7 0 
A5 1 300 182 40 3 0 7 
A6 1 200 180 40 2 0 6 
AT 1 500 135 50 3 0 5 
2 A1 1000 102 20 9 0 0 
A2 800 55 25 8 0 0 
A3 1500 95 40 2 5 0 
A4 1 200 120 15 3 4 0 
A5 1 300 100 40 2 0 5 
A6 1 200 90 40 2 0 4 
3 Al 1 000 20 7 0 0 
A2 800 48 25 6 4 0 
A3 1 500 40 2 0 4 
A4 1 200 65 15 2 0 3 
A5 1 300 35 40 1 0 5 


Warehouzer 公司 的 目标 是 : 

(1) 纸浆 木 、 夹 板 和 原木 的 年 产量 分 别 达 到 200 000, 150 000 和 350 000 立方 米 . 
(2) 年 度 植树 预算 是 250 万 美元 . 

(3) 土地 租金 年 收入 达到 每 英亩 $100. 

对 于 每 块 林地 , 每 种 方案 应 该 规划 多 大 面积 呢 ? 


7-2 某 个 慈善 机 构 开 办 了 一 家 儿童 福利 院 ， 该 机 构 利用 义工 为 福利 院 提 供 服务 , 服务 时 间 每 天 
MEF 8 点 到 下 午 2 点 . 志愿 者 可 能 从 上 午 8 点 到 11 点 之 间 的 某 个 小 时 开始 上 班 , 最 多 
工作 6 小 时 , 最 少 2 小 时 . 中 午 12 点 到 下 午 1 点 是 午饭 时 间 , 这 段 时 间 大 家 都 休息 . 按照 
该 慈善 机 构 的 估算 , 全 天 (从 上 午 8 点 到 下 午 2 点 , ER 12 点 到 下 午 1 点 午休 时 间 外 ) 需要 
招募 的 义工 目标 数 分 别 为 15, 16, 18, 20, 16 名 , 目的 是 确定 每 个 小 时 (8:00,， 9:00, 10:00, 
11:00, 1:00) 开始 上 班 的 目标 义工 数 , 使 得 尽 可 能 满足 需求 . 请 用 目标 规划 模型 表达 并 求解 
这 个 问题 . 

第 8 章 应 用 题 

81 一 家 开发 公司 在 某 个 大 城市 市 区 拥有 一 块 90 英亩 的 土地 , 想 要 建 几 幢 办 公 大 楼 和 一 个 商 
业 中 心 . 建 好 的 大 楼 经 过 7 年 出 租 , 以 后 再 卖 掉 . 每 幢 大 楼 的 售 价 预计 是 最 后 一 年 出 租 收 
入 的 10 倍 . 该 公司 估计 , 该 开发 项 目 要 建造 一 个 450 万 平方 英尺 的 商业 中 心 . 按照 项 目 计 
Xl, 需要 建造 3 座高 层 写字 楼 和 4 座 花 园 式 办 公 楼 . 

该 公司 需要 解决 一 个 进度 安排 问题 . 如 果 某 幢 大 楼 完工 得 太 早 ,就 有 可 能 空 闪 ; 假如 太 
R, 则 潜在 的 住户 可 能 就 去 别 的 项 目 了 . 根据 市 场 调查 , 未 来 7 年 对 办 公用 房 的 需求 情况 
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如 表 E.24 所 示 , 而 表 E.25 则 列 出 了 这 7 幢 大 楼 的 建筑 面积 . 


表 E.24 


需求 (1000 平方 英尺 ) 需求 (1000 平方 英尺 ) 
高 层 写字 楼 花园 办 公 楼 


办 公 楼 租金 毛 收 入 预计 在 每 平方 英尺 $25, 花园 办 公 楼 和 高 层 办 公 楼 的 运行 费 分 别 为 
每 平方 英尺 $5.75 和 $9.75, 相应 的 建造 施工 成 本 分 别 为 每 平方 英尺 $70 和 $105, 施工 成 
本 和 租金 收入 预计 每 年 增长 4%. 

该 公司 应 如 何 安排 这 7 栋 建筑 的 施工 进度 呢 ? 


8-2 在 一 次 全 国 高 校 体育 协会 的 女子 体操 团体 赛 中 , 设立 了 4 个 竞赛 项 目 , 有 跳马 、 高 低 杠 、 平 
衡 木 和 自由 体操 . 每 项 比赛 中 , 每 队 可 派 6 名 运动 员 参 加 , 每 个 运动 员 的 成 绩 按 1~10 分 
评估 . A 大 学 队 以 往 竞 赛 成 绩 如 表 E.26 所 示 . 


表 E.26 
A KGEEBRBUESTAURÉR 
比赛 项 目 1 2 3 4 5 6 
跳马 6 9 8 8 4 10 
高 低 杠 7 9 7 8 9 5 
平衡 森 9 8 10 9 9 8 
自由 体操 6 6 5 9 10 9 


一 个 代表 队 的 总 成 绩 按照 每 个 竞赛 项 目前 5 名 成 绩 相 加 得 出 . 一 名 队员 选择 一 种 参赛 
方式 , 要 么 参加 单项 比赛 ,要么 参加 “全 能 ”4 项 比赛 . 单项 赛 运 动员 最 多 参加 3 项 比赛 , 一 
个 代表 队 至 少 必须 派出 4 名 队员 参加 全 能 赛 . 请 建立 一 个 ILP 模型 , 用 来 选择 竞赛 队 , 并 
求 出 最 优 解 . 


8-321990 4E, 全 美国 大 约 有 180 000 家 电话 推销 中 心 , 从 业 人 员 达 200 FA. 到 2000 年 , 共 


(D 资料 来 源 ，P. Ellis and R. Corn, "Using Bivalent Integer Programming to Select Teams for 
Intercollegiate Women's Gymnastic Competition, " Interfaces, Vol.14, No.3, pp.41-46, 1984. 

四 资料 来 源 : T. Spencer, A.Brigandi, D. Dargon, and M. Sheehan, “AT & 'T's Telemarketing 
Site Selection System Offers Customer Support," Interfaces, Vol.20, No.1, pp.83-96, 1990. 
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有 700 000 多 家 公司 雇佣 了 大 约 800 万 员工 通过 电话 推销 它们 的 产品 , 因此 到 底 要 设立 多 
少 电话 销售 中 心 以 及 把 它们 安排 在 哪里 就 成 了 一 个 非常 重要 的 问题 . 

ABC 公司 正在 考虑 设立 电话 销售 中 心 的 数量 以 及 地 点 . 公司 可 以 考虑 在 几 个 幢 选 地 
区 选择 设立 一 个 中 心 , 可 以 为 一 个 或 几 个 地 理 区 域 提供 (部 分 或 全 部 ) 服务 , 一 个 地 理 区 域 
通常 指 一 个 或 几 个 (电话 ) 区 号 . ABC 公司 的 电话 销售 集中 在 8 个 区 号 : 501, 918, 316, 
417, 314, 816, 502, 606. Æ E.27 给 出 了 这 些 候选 地 点 、 它们 的 服务 地 区 , 以 及 建立 电话 销 
售 中 心 的 费用 . 3€ E.28 是 中 心 与 不 同 区 号 之 间 每 小 时 的 通话 费用 . 


表 E.27 
中 心地 点 服务 的 区 号 费用 ($) 
得 克 萨 斯 州 达拉斯 市 501,918,316,417 500 000 
佐治 亚 州 亚特兰大 市 314,816,502,606 800 000 
肯塔基 州 路 易 维 尔 市 918,316,417,314,816 400 000 
科罗拉多 州 丹佛 市 501,502,606 900 000 
阿肯色 州 小 石城 市 417,314,816,502 300 000 
田纳西 州 孟菲斯 市 606,501,316,417 450 000 
密苏里 州 圣路易斯 市 816,502,606,314 550 000 
表  E.28 


得 克 萨 斯 州 达 拉 斯 市 
佐治 亚 州 亚特兰大 市 | $18 $18 $22 $18 $26 $23 $12 $15 
肯塔基 州 路 易 维 尔 市 | $22 $25 $12 $19 $30 $17 $26 $25 


科罗拉多 州 丹佛 市 
阿肯色 州 小 石城 市 
田纳西 州 孟菲斯 市 
密苏里 州 圣路易斯 市 


$24 $30 $19 $14 $12 $16 $18 $30 
$19 $20 $23 $16 $23 $11 $28 $12 
$23 $21 $17 $21 $20 $23 $20 $10 


ABC 公司 想 要 选 定 3 到 4 个 中 心 , 那么 应 该 放 在 哪里 呢 ? 

8-47 一 家 服务 于 农村 地 区 的 电力 公司 要 确定 客户 服务 的 维修 接线 中 心 的 数量 和 地 点 , 以 便 提供 
及 时 的 维修 和 接线 服务 . 该 公司 按照 居民 居住 地 把 顾客 分 成 了 5 个 群 组 , 如 表 E.29. 公司 
已 经 选择 了 5 个 可 能 的 维修 接线 中 心地 点 , 表 E30 汇总 了 从 这 些 中心 到 不 同居 民 点 的 平 
HER. 服务 卡车 的 平均 行驶 速度 约 为 每 小 时 45 英里 . 


表 E.29 
居民 点 1 2 3 4 5 


顾客 人 数 400 500 300 600 700 


(D 资料 来 源 :; T. Erkut, Myrdon, and K. Strangway, “Transatlanta Redesigns its Service Delivary 
Network," Interfaces, Vol.30, No.2, pp.54-69, 2000. 
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表 E.30 
维修 接线 服务 中 心 
3 


70 
100 


110 60 


110 


如 果 公 司 希 望 把 对 顾客 请 求 服 务 的 响应 时 间 限 制 在 90 分 钟 之 内 , 应 建 多 少 个 维修 接 
REOR? 


8-5 在 汽车 制造 业 , 需要 利用 样 车 对 一 些 新 的 设计 方案 进行 测试 . 制造 这 些 样 车 的 投资 很 大 , 每 


台 样 车 的 制造 费用 可 能 会 超过 $250 000. 测试 的 种 类 有 很 多 , 由 不 同 的 部 门 所 做 的 每 一 种 
测试 都 针对 新 设计 方案 的 某 些 特殊 性 能 来 进行 . 例如 , 一 台 运 输 车 型 的 性 能 可 能 包括 车 身 
形状 、 发 动机 大 小 、 车 顶 高 度 、 变 速 箱 种 类 、 后 舱 、 整 车 重量 以 及 底盘 等 . 为 了 检测 最 恶劣 
情况 下 高 海拔 地 区 的 驾驶 性 能 , 要 求 所 制造 样 车 的 整 车 重量 最 大 , 并 配备 自动 的 变速 箱 , 以 
及 要 求 发 动机 最 小 . 车 顶 高 度 和 底盘 对 于 这 类 测试 就 不 重要 了 . 

开始 时 , 我 们 可 以 制造 出 一 批 样 车 , 满足 测试 部 门 指定 的 某 些 性 能 . 例如 , 若 测试 1 需 
要 有 性 能 A, 测试 2 要 求 性 能 B, 则 我 们 可 以 造 出 两 台 不 同 的 样 车 , 一 台 用 于 测试 性 能 A, 
另 一 台 测 试 性 能 B. 还 有 一 种 方法 是 , 我 们 用 两 台 完全 一 样 的 样 车 (A, B) 来 做 这 两 项 测试 . 
这 样 的 好 处 是 , 两 台 相 同样 车 的 造价 比 造 两 台 不 同样 车 的 费用 要 便宜 得 多 . 在 这 种 情况 下 ， 
(A, B) 被 称 作 是 共用 样 车 . 

对 于 一 般 的 情况 , 令 Ai,i = 1,2,- ,n 为 性 能 i 的 一 组 配置 . 例如 , 性 能 1 是 变速 箱 ， 
则 Ai={ 标 准 , 自动 }. 用 每 种 性 能 的 一 种 配置 造 出 一 台 样 车 . 这 样 , 如 果 性 能 i 的 配置 数 为 
m, 的 话 , 则 最 大 可 能 的 配置 数 就 是 [i rw 因此 一 套 新 的 设计 方案 就 可 能 涉及 上 千 台 
FE, 我 们 的 思路 是 , 对 共用 样 车 做 出 明智 的 选择 , 使 得 能 够 满足 测试 部 门 的 配置 要 求 . 令 
B;, 了 = 1,2,- ,t 代表 测试 部 门 7 要 求 的 一 组 配置 . 例如 ,Bl ={V8 发 动机 , 标准 发 动 
Ji). 因此 集合 B 的 元 素 必须 是 一 台 可 以 造 得 出 的 样 车 , 或 者 是 某 个 子 集 . 

根据 以 上 信息 , 该 如 何 选 择 可 以 制造 的 样 车 , 以 满足 这 些 测试 部 门 的 要 求 . 运用 已 有 的 
模型 解决 表 E.31 给 出 的 问题 . 表 E.32 是 相关 测试 部 门 的 要 求 . [注意 到 , 所 给 定 的 情形 过 
于 简单 , 显然 可 以 通过 直接 检验 来 求解 . 实际 情况 下 可 能 有 .上 千 个 可 制造 的 样 车 , 进行 几 十 
项 测试 内 容 , 求解 这 样 的 问题 就 不 会 那么 简单 了 .] 


表 E31 
性 能 E x 
发 动机 (4 fir, 6 &T, 8 &r) 
变速 箱 { 自动 变速 箱 , 标准 变速 箱 } 
车 身 形 状 (4 门 , DUE, KÆ} 


(D 资料 来 源 : K. Chelst, J. Sidelko, A. Przebienda, J. Lockledge, and D. Mihailidis, *Rightsizing 


and Management of Prototype Vehicle Testing at Ford Motor Company," Interfaces, Vol.31, 
No.1, pp.91-107, 2001. 


» E.32 
测试 部 门 要 求 的 配置 
1 (4 für, 标准 变速 箱 } 4 
2 (8 &L, 双 座 } 5 
3 (6 fir, NGE) 6 


8-67 36 d Hoi AL 2: 8] (American Express Airlines) £$ 8 个 城市 (C1 到 C8) 间 的 18 个 
航班 (F1 到 F18), 有 10 个 飞行 机 组 (R1 到 R10). 机 组 人 员 通 常 从 一 个 指定 的 基地 出 发 ， 
在 完成 指定 的 飞行 任务 后 , 再 返回 到 该 基地 . 表 E.33 是 该 航空 公司 每 天 的 航班 安排 家 . 公 
司 的 调度 部 门 负责 编制 机 组 的 飞行 计划 , 编制 过 程 中 需要 考虑 到 各 航 段 以 及 机 组 人 员 的 要 
求 . 一 个 可 行 的 飞行 路 线 由 飞行 员 能 够 在 计划 期 间 提供 飞行 服务 的 若干 航 段 组 成 , 表 E34 
给 出 了 这 10 个 机 组 可 行 的 飞行 路 线 . 把 一 个 机 组 指派 给 一 个 飞行 路 线 的 费用 与 这 条 飞行 


路 线 所 包括 的 航 段 数 成 比例 . 
表 E.33 

出 发 地 目的 地 航班 号 出 发 地 
C1 C2 F1 C3 
Ci C3 F2 C4 
C1 C5 F3 C4 
C1 C8 F4 C5 
C2 C4 F5 C5 
C2 C7 F6 C6 
C2 C8 F7 C6 
C3 C1 F8 C? 
C3 C2 F9 C8 

$%  E.34 

机 组 可 行路 线 
1 (C3,C6,C4,C8,C3),(C3,C2,C8,C3) 
2 (C1,C5,C7,C4,C1) 
3 (C4,C8,C3,C2,C4),(C4,C1,C5,C7,C4) 
4 (C1,C8,C3,C6,C4,C1),(C1,C5,C2,C1) 
5 (C2,C4,C8,C3,C2),(C2,C4,08,C3,C1,C2), (C2,C7,C4,C1,C2) 
6 (C8,C3,C1,C8) 
7 (C5,C2,C8,C3,C1,C5),(C5,C7,C4,C8,C3,C1,C5) 
8 
9 (C7,C4,C2,C7),(C7,C4,C8,C3,C2,C7) 


= 
e 


由 于 编制 这 些 飞行 路 线 必 须要 满足 机 组 人 员 的 要 求 , 同时 要 符合 航空 管理 局 (FAA) 的 
规定 ,由 调度 部 门 所 提出 的 飞行 路 线 不 一 定 能 覆盖 所 有 航班 , 也 不 一 定 满足 所 有 机 组 人 员 


(D 资料 来 源 : G. Yu, M. Arguello, G. Song, S. McCowan, and A. White, “A New Era for Recovery 
at Continental Airlines," Interfaces, Vol.3, No.1, pp.5-22, 2003. 


要 求 的 配置 
(s i} 
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{ 标 准 变速 箱 , AE) 
(6 包 , 自动 变速 箱 } 


目的 地 


C6 
C1 
C8 
C2 
C7 
C4 
C1 
C4 
C3 


(C1,C3,C6,C1),(C1,C2,C8,C3,C1),(C1,8,C3,C1) 


航班 号 


F10 
F11 
F12 
F13 
F14 
F15 
F16 
F17 
F18 


(C6,C1,C3,C6),(C6,C4,C1,C5,C7,C4,C8,C3,C6),(C6,C4,C8,C3,C6) 
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的 要 求 , 因此 可 能 不 是 一 个 可 行 解 . 我 们 的 目标 就 是 要 在 尽 可 能 去 掉 不 可 行 性 的 情况 下 指 
派 机 组 的 飞行 路 线 . 我 们 假定 , 若 所 得 到 的 解 是 不 可 行 的 , 则 调度 部 门 应 要 么 提出 其 他 的 可 
行 飞行 路 线 , 要 么 动用 备份 机 组 来 完成 飞行 任务 . 

请 建立 一 个 模型 , 用 来 评价 计划 部 门 提出 的 这 些 飞行 路 线 , 并 对 解 做 出 解释 . 


8-7? 微 电子 器 件 的 核心 生产 流程 从 制造 晶片 (如 光盘 一 样 的 贺 形 硅 薄 片 ) 开始 , 要 把 成 千 上 万 个 
集成 电路 蚀刻 在 晶片 上 . 做 好 的 晶片 再 切割 成 小 的 矩形 器 件 , 称 为 部 件 , 把 它们 放 在 一 个 支 
承 材料 上 , 包 好 后 就 成 为 一 个 模块 . 经 过 测试 后 , 这 些 电 子 部 件 被 分 成 不 同 的 类 别 , 每 类 具 
有 不 同 的 电路 . 假定 N 为 从 一 个 有 n 类 电路 的 晶片 上 切割 出 来 的 部 件数 , 归 在 j 类 中 的 
部 件数 为 rN, 其 中 m +ra 十 … 十 rn = 1, 对 所 有 的 7 有 ri > 0. 生产 出 的 部 件 在 制造 
模块 时 可 以 相互 替换 使 用 , 如 一 片 部 件 i 或 者 部 件 7 可 以 用 来 生产 一 个 模块 k 给 定 分 类 
的 比率 rj, 该 生产 出 多 少 晶片 才能 满足 这 些 模 块 的 具体 要 求 呢 ? 应 如 何 把 这 些 生产 出 来 的 
部 件 分 配 到 这 些 模块 上 去 呢 ? 
请 利用 表 E.35 和 表 E.36 中 的 数据 , 针对 5 个 部 件 和 3 个 模块 的 具体 情况 , 检验 所 建 
立 的 模型 . 


表 E.35 
部 件 1 2 3 4 5 
每 类 部 件 的 比例 0.21 0.19 0.1 0.3 0.2 
初始 库存 10 4 8 0 3 
表 E.36 
模块 需求 (个 ) 可 互 换 部 件 


1 20 2,3,5 
2 30 1,3,5 
3 45 4 或 5 


8-8? jk, 银行 往往 按照 支票 到 达 的 随机 顺序 从 顾客 账户 里 兑现 这 些 支 票 . 而 现 如 今 , 由 于 采 
用 了 现代 数据 处 理 系 统 , 允许 一 些 银行 合法 地 安排 每 天 的 支票 支付 顺序 , 使 得 银行 能 够 对 
资金 不 足 的 账户 收取 更 高 的 退票 费 . 例如 , 假设 一 个 银行 账户 有 $1 000 的 余额 , 而 某 一 天 
连续 收 到 了 4 张 支票 , 支票 数额 分 别 是 $100,8100,$100，$1 000, 如 果 这 些 支票 按照 收 到 
的 顺序 进行 支付 , 只 有 一 张 支票 ($1 000) 由 于 资金 不 足 (No-sufficient funds, NFS) 应 该 
退回 ， 在 这 种 情况 下 , 这 位 顾客 要 负担 一 笔 NSF 费用 (大 约 $20)， 但 是 , 假如 银行 按照 
$1 000, $100, $100, $100 的 顺序 来 支付 这 些 支票 的 话 , 就 会 出 现 3 Æ NSF, 银行 就 能 收 
取 3 笔 NSF Pt. 从 这 个 例子 可 以 看 出 , 好 像 银行 只 要 通过 从 高 到 低 的 顺序 , 先 支付 较 大 面 


(D 资料 来 源 : P. Lyon, R. Milne, R. Orzell, and R. Rice, “Matching Assets with Demand in 
Supply-Chain Management at IBM Microelectronics," Interfaces, Vol. 31, No. 1, pp.108- 
124, 2001. 

© 资料 来 源 : A. Apte, U. Apte, R. Beatty, I. Sarkar, and J. Semple, "The Impact of Check 
Sequencing on NSF (Not-Sufficient Funds)Fees," Interfaces, Vol. 34, No. 2, pp. 97-105, 
2004. 
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额 的 支票 , 就 能 使 得 收取 的 NSF 费 达 到 最 高 , 但 一 般 来 讲 不 是 这 样 的 ， 比 如 , 考虑 一 个 余 

额 为 $1 200 的 账户 , 要 从 高 到 低 支 付 $900, $675, $525, $200, $100, $75, $25 共 7 张 支 

票 . 在 这 种 情况 下 , 可 以 兑现 $900, $200, $100 这 3 KER, 剩 下 的 4 张 支票 就 要 收取 退 

票 费 . 而 实际 上 , 如 果 银 行 不 兑现 这 张 $900 的 支票 , 而 只是 支付 $675 和 $525 两 张 支票 

(=$1 200), 它 还 可 以 多 收 一 笔 NSF 费 . 

(a) 建立 一 个 银行 处 理 每 日 支票 的 模型 , 保证 银行 收取 的 NSF 费 最 高 , 并 利用 上 述 给 定 的 
数据 计算 这 个 模型 . 

(b) 从 道理 上 讲 , 每 个 人 都 希望 银行 通过 收取 最 低 的 NSF 费 为 顾客 提供 最 好 的 服务 . 在 这 
种 情况 下 , 这 些 支票 该 怎样 处 理 呢 ? 


8-9 考虑 应 用 题 3-3( 第 3 章 ). 对 某 些 竞价 人 , 只 有 满足 表 EE.37 中 给 定 的 最 小 需求 量 时 才能 得 
到 供 油 . 一 个 成 功 的 竞价 人 必须 至 少 得 到 最 小 需求 (但 在 法 律 规定 的 20% 限制 之 内 ), 否则 
得 不 到 供 油 . 如 何 才 能 实现 这 项 任务 呢 ? 


zx E.37 
1~6 竞价 项 (1 000 W) 的 竞价 人 1~8 
竞价 项 要 求 的 最 小 量 

1 2 3 4 5 6 7 8 
1 10 13 10 25 18 14 20 14 
2 14 11 11 20 17 16 18 14 
3 20 15 20 10 16 16 17 17 
4 11 17 15 6 20 16 17 8 
5 15 29 18 12 14 10 15 10 
6 18 20 19 22 18 8 19 15 


8-10” 一 家 建筑 公司 获得 了 8 个 项 目的 施工 合同 . 这 些 项 目 分 布 在 美国 的 不 同 地 区 . 公司 有 5 名 
项 目 经 理 , 每 人 负责 一 个 项 目 ， 这些 经 理 们 来 自 全 国 各 地 , 去 往 项 目 工地 的 旅行 时 间 各 不 
相同 . 费用 大 的 项 目 管理 上 要 求 得 更 多 . 为 了 平衡 起 见 , 公司 对 经 理 负责 项 目的 安排 会 考虑 
到 项 目的 规模 , 也 考虑 到 经 理 们 的 居住 地 离 项 目地 点 的 远近 . 表 E.38 给 出 了 这 些 项 目的 预 
算 费 用 (单位 ，100 万 美元 ), 旅行 时 间 如 表 E.39 所 示 . 该 如 何 指派 负责 这 些 项 目的 经 理 
We? [提示 : 这 里 按照 项 目 工作 量 所 进行 的 基本 指派 定义 为 (旅行 时 间 小 时 十 1) x6 x In( 以 
100 万 美元 计 的 项 目 费用 )+1. 这 个 表达 式 常 用 来 度量 建筑 项 目的 工作 量 .] 


表 E.38 
项 目 1 2 3 4 5 6 7 8 
费用 ($109) 10 2 24 5 15 12 7 9 


(D 资料 来 源 : L. LeBlanc, D. Randels, Jr., and T. K. Swann, “Heery International's Spreadsheet 
Optimizations Model for Assigning Managers to Construction Projects," Interfaces, Vol.30, 
No.6, pp.95-106, 2000. 
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3:9 E.39 
7. -H — C EHSAENHBEENENH —— —— 

a b c d e 
1 2 5 3 1 6 
2 5 4 2 5 3 
3 4 1 3 2 2 
4 5 3 6 3 4 
5 1 4 5 6 1 
6 2 4 6 2 3 
7 6 7 2 3 3 
8 4 2 1 5 4 

第 9 章 应 用 题 


9-1 某 公司 每 年 年 底 都 要 对 重型 设备 的 状况 进行 检查 , 决定 这 些 设 备 明年 还 能 再 用 还 是 需要 更 
换 . 按 规 定 , 已 经 用 了 3 年 的 设备 必需 要 更 换 . 公司 想 要 制定 一 项 未 来 10 年 的 设备 更 新 计 
划 . 表 E.40 给 出 了 相关 的 数据 , 从 第 一 年 开始 所 有 这 些 设备 都 是 新 的 . 


R E.40 
年 度 购买 维修 费用 (S) 折旧 价值 ($) 
价格 (S) 0 1 2 1 2 3 
1 10 000 200 500 600 9 000 7 000 5 000 
2 12 000 250 600 680 11 000 9 500 8 000 
3 13 000 280 550 600 12 000 11 000 10 000 
4 13 500 320 650 700 12 000 11 500 11 000 
5 13 800 350 590 630 12 000 11 800 11 200 
6 14 200 390 620 700 12 500 12 000 11 200 
7 14 800 410 600 620 13 500 12 900 11 900 
8 15 200 430 670 700 14 000 13 200 12 000 
9 15 500 450 700 730 15 500 14 500 13 800 
10 16 000 500 710 720 15 800 15 000 14 500 
88 10 章 应 用 题 


10-1 Walmark 零售 商店 的 分 销 中 心 每 天 都 要 买 进 许多 大 宗 的 常用 货品 , 因为 Walmark FA 
的 大 量 商店 对 这 些 不 同 的 商品 保持 不 断 的 需求 . 过 去 , 对 订货 多 少 和 什么 时 候 订货 , 完全 
由 采购 人 员 决 定 , 他 们 的 主要 目的 就 是 大 量 买 进 这 些 商 品 , 以 保证 获得 低廉 的 采购 价格 . 
这 种 采购 政策 没有 认真 考虑 过 这 些 物品 的 库存 的 状况 . 当然 , 关于 购买 量 的 决策 考虑 到 了 
这 些 物品 在 分 销 中 心 这 一 层次 上 每 年 支付 的 总 金额 . 例如 , 若 一 种 货品 每 件 的 采购 价格 是 
$25, 每 年 的 消费 为 10 000 £F, 则 每 年 的 采购 支出 估计 达到 $250 000. 采购 人 员 的 主导 思 
想 是 , 一 种 商品 每 年 的 采购 支出 越 高 , 分 销 中 心 的 库存 水 平 也 应 该 越 大 . 这 种 指导 思想 就 
转变 成 了 分 销 中 心 在 补充 订货 期 间 所 必须 保持 的 最 低 库 存量 .比如 , 对 于 某 件 商品 , 一 个 
采购 人 员 可 能 会 每 3 个 月 批量 采购 一 次 . 


10-2 


10-3 
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为 了 更 好 控制 库存 量 ，Walmark 决定 聘请 一 位 运筹 学 专家 帮助 分 析 . 在 对 问题 进行 
了 研究 以 后 , 这 位 专家 给 出 了 分 析 结论 说 , 分 销 中 心 大 部 分 商品 的 消费 率 过 去 实际 上 一 直 
是 不 变 的 , 而 且 Walmark 是 按照 不 允许 出 现 缺 货 的 一 般 性 政策 来 运行 的 . 这 项 研究 进 一 
步 说 明 , Walmark 所 考虑 的 对 所 有 商品 的 库存 费用 是 单位 采购 价格 的 某 个 固定 的 百分率 . 
此 外 , 采购 人 员 每 次 购买 所 支付 的 固定 费用 不 论 采 购 的 货物 如 何 都 是 一 样 的 . 有 了 这 些 信 


息 , 这 位 专家 就 能 够 对 每 种 商品 画 出 一 条 曲线 , 反映 出 年 度 采购 支出 与 订货 的 平均 时 间 之 


间 的 关系 , 有 了 这 条 曲线 就 可 以 决定 哪些 商品 现在 是 缺 货 或 是 过 剩 . 这 位 分 析 人 员 是 如 何 
做 到 的 呢 ? 

某 公司 制造 一 种 最 终 产品 , 要 用 到 某 种 单一 零 部 件 . 公司 要 从 外 部 供应 商 处 购买 这 种 惟 部 
fF. 市 场 对 最 终 产品 的 需求 量 是 一 个 常数 , 平均 每 周 20 件 左 右 . 每 生产 一 件 最 终 产品 要 
用 到 2 件 采购 来 的 零 部 件 , 家 E41 给 出 了 库存 数据 . 


* E.41 
零 部 件 产品 
每 次 订货 的 订货 费 ($) 80 100 
每 周 的 单位 库存 费 (8) 2 5 
提前 时 间 ( 周 ) 2 3 


最 终 产品 中 未 能 满足 市 场 需 求 的 部 分 每 周 每 件 损失 约 $8. 假定 不 会 发 生 采 购 零 部 件 
不 足 的 情况 . 请 针对 零 部 件 采购 和 最 终 产品 的 生产 设计 一 项 订货 策略 . 


一 家 公司 销售 季节 性 商品 , 每 月 的 需求 量变 化 很 大 . 表 E.42 给 出 了 需求 数据 ( 按 件数 ). 
由 于 需求 的 波动 , 库存 控制 经 理 采取 了 一 种 季度 订货 方式 , 订货 时 间 为 1 月 1 日 .4 月 1 
日 .7 月 1 日 和 10 月 1 日 ,按照 每 个 季度 的 需求 量 来 订货 , 发 出 订单 与 到 货 之 间 的 提前 
时 间 为 3 个 月 , 对 当年 需求 量 的 估算 按照 年 度 5 的 需求 量 , 加 上 另外 10% 的 安全 系数 . 


X E.42 

年 度 
月 份 1 2 3 4 5 
10 11 10 12 11 
50 52 60 50 55 
8 10 9 15 10 
99 100 105 110 120 
120 100 110 115 110 
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一 位 新 来 的 员工 相信 , 可 以 用 基于 该 年 平均 月 需求 量 得 到 的 经 济 订货 量 来 求 出 一 个 
更 好 的 订货 策略 . 需求 的 波动 可 以 通过 满足 连续 几 个 月 的 需求 来 进行 “平滑 ”, 使 每 次 的 
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附录 也 应 用 案例 


请 为 该 公司 制定 一 个 库存 策略 . 


第 11 REV FR 


11-12 某 位 车 间 经 理 正在 对 现 有 的 一 台 铣 床 考虑 3 种 方案 . 

(a) 用 一 台 自动 给 进 机 (PF) 对 铣床 进行 改造 . 

(b) 购 进 一 台 带 有 计算 机 辅助 设计 (CAD) 性 能 的 新 铣床 . 

(c) 用 一 套 机 械 加 工 中 心 (MC) 设备 替代 铣床 . 
根据 两 个 衡量 指标 对 这 3 个 方案 进行 了 评价 : 费用 和 性 能 . 表 E.43 给 出 了 相应 的 数据 . 
该 经 理 设想 , 费用 指标 要 比 性 能 指标 重要 3 倍 . 此 外 , 生产 速度 要 比 准备 时 间 重 要 1 售 ， 
比 加 工 废料 重要 2 倍 , 准备 时 间 要 比 加 工 废料 重要 3 fi. 对 于 费用 指标 , 经 理 估计 , 维修 
和 培训 费用 同样 重要 , 而 且 初 始 购买 费用 比 这 两 项 费用 都 重要 1 倍 . 

请 对 这 个 问题 进行 分 析 , 给 出 合理 的 建议 . 


订货 量 接近 于 经 济 订货 量 . 和 经 理 不 同 , 这 位 新 来 的 员工 坚信 , 下 年 度 需 求 量 的 估计 应 根 
据 年 度 4 和 年 度 5 的 平均 值 . 


该 公司 计算 库存 费用 时 所 用 的 每 月 每 件 库存 费用 为 80.50, 对 新 订单 收取 的 订货 费 是 


表  E.43 

评价 指标 PF CAD MC 
经 费 指标 
初始 费用 ($) 12 000 25 000 120 000 
维修 费 (S) 2 000 4 000 15 000 
培训 费 ($) 3 000 8 000 20 000 
性 能 指标 
生产 率 ( 件 / 天 ) 8 14 40 
准备 时 间 (分 钟 ) 30 20 3 
废料 ( 磅 /天 ) 440 165 44 


11-2? 某 公司 经 营 一 种 直销 业务 , 销售 的 20 多 万 件 商 品 存放 在 不 同 地 区 的 仓库 里 ， 过去， 公司 


认为 , 掌握 每 个 仓库 库存 量 的 准确 记录 非常 重要 . 因此 , 每 年 都 下 令 对 全 部 的 库存 进行 盘 
点 , 这 是 一 项 繁重 而 且 大 家 不 愿意 做 的 工作 . 所 有 仓库 都 不 得 不 勉强 完成 . 该 公司 在 每 次 
盘点 后 , 对 每 个 仓库 随机 抽检 100 件 产品 , 检查 每 个 地 区 的 物流 运作 情况 . 检查 结果 表明 ， 
平均 来 讲 , 每 个 仓库 仅 有 64% 的 货品 符合 实际 库存 情况 , 这 种 状况 简直 不 可 接受 . 为 了 采 
取 补 救 措施 , 公司 下 令 对 高 价 的 和 流动 性 强 的 货品 进行 经 常 性 的 库存 盘点 . 公司 聘请 了 一 
位 系统 分 析 人 员 负 责 制 定 对 这 些 货 蝇 进行 跟踪 检查 的 制度 . 


(D 资料 来 源 : S. Weber, “A Modified Analytic Hierarchy Process for Automated Manufacturing 


Decisions," Interfaces, Vol.23, No.4, pp.75-84, 1993. 
© 资料 来 源 : [ Millet, “A Novena to Saint Anthony, or How to Find Inventory by Not Looking," 


Interfaces, Vol.24, No.2, pp.69-75, 1994. 
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这 位 系统 分 析 人 员 没 有 直接 按照 公司 的 要 求 找 出 要 跟踪 的 货品 , 而 是 决定 先 找 出 问 
题 的 根源 . 根据 发 现 的 问题 , 他 决定 把 研究 的 目标 从 “如 何 提高 库存 盘点 的 频 度 ? ” 变 成 
“如 何 提高 库存 盘点 的 准确 度 ?”. 这 项 研究 有 了 如 下 分 析 结果 : 假定 每 个 仓库 中 准确 盘点 
的 货品 比例 为 p, 那么 就 有 理由 相信 , 有 95% 的 机 会 使 得 第 一 次 盘点 时 是 正确 的 某 件 货 
品 在 以 后 的 再 盘点 中 仍然 是 准确 的 . 对 于 第 一 轮 盘 点 不 准确 的 比例 1 — p, 再 次 盘点 正确 
的 机 会 为 80%. 利用 这 一 信息 , 这 位 分 析 人 员 建 立 了 一 个 决策 树 , 用 来 画 出 一 个 损益 平衡 
图 , 对 第 一 轮 和 第 二 轮 盘 点 的 准确 度 进行 比较 . 最 终 得 出 的 结果 是 , 那些 准确 度 水 平 大 于 
该 损益 平衡 六 值 的 仓库 不 必要 再 对 库存 进行 盘点 .对 所 提出 解决 方案 的 这 一 出 乎 意料 的 
结果 致使 每 个 仓库 都 积极 努力 , 尽量 在 第 一 轮 盘 点 中 得 出 正确 的 结果 , 并 且 所 有 仓库 都 大 
大 提高 了 盘点 准确 度 . 

这 位 分 析 人 员 是 如 何 向 管理 部 门 说 明 他 提出 的 再 盘点 控制 闹 值 是 管用 的 呢 ? 


11-3? 在 航空 业界 ,飞行 人 员 的 持续 工作 小 时 数 受 工会 协议 的 限制 . 特别 地 , 波音 747 航班 的 最 
长 飞行 小 时 不 应 超过 16 个 小 时 , 波音 707 航班 的 最 长 飞行 时 间 应 在 14 小 时 之 内 . 假如 
由 于 意外 延误 造成 超出 这 些 限 制 的 话 , 就 要 有 新 的 机 组 来 替换 . 对 于 可 能 出 现 的 这 种 情况 ， 
一 般 航 空 公司 都 保留 了 备份 机 组 执行 飞行 任务 . 一 个 备份 机 组 人 员 每 年 的 费用 大 约 为 3 
万 美元 . 反 过 来 , 由 于 没有 备份 机 组 造成 的 隔夜 延误 航班 的 损失 一 次 可 达 5 万 美元 . 一 位 
机 组 人 员 每 周 可 值班 4 天 , 每 天 12 小 时 , 其 他 3 天 不 能 执 班 , 必须 休息 . 一 架 B-747 航 
班 也 可 以 由 两 名 B-707 飞行 员 执 行 飞行 任务 . 

表 E.44 是 根据 过 去 3 年 的 历史 数据 统计 的 备份 机 组 的 值班 概率 . 表 上 数据 说 明 , 对 
于 一 个 14 小 时 的 航班 , B-747 飞行 员 的 值班 概率 是 0.014, 而 B-707 备份 机 组 的 值班 概 
率 为 0.072. 3€ E.45 给 出 了 一 个 典型 的 高 峰 日 的 航班 时 刻 . 针对 备份 机 组 的 现行 政策 要 
求 , 在 5:00 到 11:00 之 间 需 要 利用 2 个 (7 人 ) 备份 机 组 , 11:00 到 17:00 之 间 要 有 4 个 
备份 机 组 , 17:00 到 23:00 间 要 用 2 个 备份 机 组 . 

请 评估 现行 备份 机 组 政策 的 有 效 性 . 特别 是 , 分 析 现 行 要 求 的 备份 机 组 数 是 太 多 、 太 
少 、 还 是 刚好 合适 ? 


3$ E.44 


航班 类 别 飞行 小 时 B-747 B-707 


14.0 0.014 0.072 
13.0 0 0.019 
12.5 0 0.006 
12.0 0.016 0.006 
11.5 0.003 0.003 
11.0 0.002 0.003 


Q c & O Ne- 


(D 资料 来 源 : A. Gaballa, “Planning Callout Reserves for Aircraft Delays, " Interfaces, Vol.9, 
No.2, Part 2, pp.78-86, 1979. 
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表 E.45 

时 间 飞机 型 号 航班 类 别 
8:00 707 
9:00 707 
707 

10:00 707 
11:00 707 
707 

15:00 747 
16:00 747 
19:00 747 


[^ 


mo Qd ot 中 


11-42 在 变动 一 时 的 1982 年 John Hinkley 刺杀 美国 总 统 里 根 案件 期 间 ， 辩 护 律师 想 要 借用 
Hinkley 的 CAT 扫描 结果 来 证 明 他 的 当事人 精神 有 问题 . Hinkley 的 CAT. 扫描 片子 并 
没有 表明 他 的 大 脑 有 萎缩 , 庭审 期 间 的 专家 证 词 认 为 , 在 被 诊断 患 精神 分 裂 症 的 患者 中 ， 
有 3096 BLA SUA rd; 而 在 非 精 神 分 裂 症 患者 中 只 有 296 的 人 会 出 现 大 脑 萎缩 症 . 
统计 结果 显示 , 大 约 有 1.5% 的 美国 人 患 有 精神 分 裂 症 . 


从 提供 CAT 扫描 结果 作为 证 据 对 案件 审理 结论 影响 程度 的 角度 , 对 这 一 问题 进行 分 
析 . 


11-5” 一 位 教授 要 估算 他 班 上 的 大 三 和 大 四 高 年 级 学 生 在 大 学 期 间 的 考试 中 曾经 作 商 的 概率 . 为 
了 从 学 生 那 里 得 出 无 偏 的 (真实 的 ) 的 答案 , 他 要 求 每 个 学 生 自己 投掷 一 枚 硬币 , 如 果 正 
面 朝 上 , 要 回答 一 个 圈套 问题 ; 如 果 是 正面 朝 下 , 就 要 回答 一 个 真实 问题 . 真实 问题 是 “你 
曾经 在 考试 中 作 过 丙 吗 ?”, 而 圈套 问题 为 “你 是 即将 毕业 的 大 四 学 生 吗 ? ”每 个 学 生 在 一 
张 纸 上 回答 “是 ”或 “ 否 ”, 然后 收回 这 张 纸 , 由 教授 来 统计 . 答案 是 可 以 保密 的 , 因为 只 
有 学 生 自己 知道 他 回答 了 哪 一 个 问题 . 在 35 名 参与 了 这 项 试验 的 学 生 中 , 有 20 名 大 四 
FE. 试验 统计 结果 表明 , 有 18 个 回答 “是 ”, 17 个 回答 “ 否 ”. 利用 这 些 信息 估计 一 名 
学 生 在 该 班 的 考试 中 曾经 作弊 的 概率 . 


第 12 章 应 用 题 


12-1? Elkins 银行 现 开办 一 种 传统 的 不 下 车 银行 服务 站 和 两 个 “气动 车道, 通过 一 个 气 送 管道 
连接 到 银行 内 部 . 该 银行 想 要 扩充 现 有 设施 , 以 便 来 到 的 车 辆 可 以 在 平均 4 分 钟 内 办 理 完 
一 笔 业务 . 这 一 时 间 限 制 的 设 定 是 根据 对 心理 学 的 研究 , 研究 表明 , 顾客 的 忍耐 程度 通常 
不 超过 分 针 移 动 两 格 , 在 大 多 数 手表 上 代表 5 分 钟 . 为 了 收集 必要 的 数据 , 银行 研究 小 组 
观察 了 现 有 柜台 的 运行 情况 . 研究 一 段 时 间 后 , 有 位 小 组 人 员 注 意 到 , 一 位 顾客 花 在 进入 


(D 资料 来 源 ; A. Barnett, I. Greeberg, and R. Machol, “Hinckley and the Chemical Bath, ” In- 
terfaces, Vol.14, No.4, pp.48-52, 1984. 

加 资料 来 源 : R. Sheaffer, J. Witmer, A. Watkins, and M. Gnanadesikan, Activity- Based Statis- 
tics, Springer-Verlag, New York, 1996, p.133. 

图 资料 来 源 : B. Foote, “A Queuing Case Study in Drive-In Banking," Interfaces, Vol.6, No.4, 
pp-31-37, 1976. 
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车 道 的 时 间 与 柜员 完成 一 笔 业 务 所 花 的 时 间 有 着 明显 的 差异 . 事实 上 , 一 辆 车 花 在 该 系统 
中 的 时 间 构 成 为 (1) 把 车 辆 开 到 队列 , (2) 移动 到 柜台 窗口 , (3) 告诉 柜员 服务 要 求 , (4) 
柜员 根据 要 求 进行 服务 , (5) 把 车 辆 开 走 . 在 这 个 时 间 段 的 第 一 、 第 二 和 第 五 部 分 , 柜员 没 
有 什么 事 做 . 实际 上 , 柜台 服务 人 员 只 有 40% 的 时 间 忙 于 服务 顾客 . 根据 这 些 信息 , 研究 
小 组 发 现 了 现 有 系统 尚 有 减少 运行 成 本 的 余地 . 

为 了 改进 现 有 汽车 银行 系统 的 运行 , 研究 小 组 的 建议 会 是 什么 呢 ? 讨论 这 一 建议 的 所 
有 含义 . 
一 家 国营 反 饶 待 儿童 救助 中 心 每 天 的 办 公 时 间 从 上 午 9 点 开门 , 到 晚上 9 点 结束 . 报告 
虚 待 儿童 案件 的 电话 完全 随机 打 来 , 表 E.46 给 出 了 7 天 期 间 每 小 时 打 进 的 报案 数 ， 该 
表 并 不 包括 由 于 电话 占线 所 没有 打 进 的 电话 , 每 个 电话 报案 的 时 间 长 度 也 是 随机 的 , 最 长 
12 分 钟 , 平均 7 分 钟 . 过 去 的 记录 表明 , 该 中 心 电 话 报案 数 每 年 增长 15%. 

该 中 心 希望 确定 必需 安装 的 电话 线路 数 , 以 为 现在 和 将 来 提供 足够 的 服务 . 尤其 是 要 
注意 到 , 尽量 减少 由 于 线路 占线 所 带 来 的 负面 影响 . 


X* E.46 
开始 时 间 每 天 电话 报案 数 


9:00 4 
10:00 6 
11:00 3 
12:00 8 
13:00 10 9 8 
14:00 8 6 10 12 12 n 10 
15:00 10 9 12 4 10 6 
16:00 8 
17:00 5 
18:00 5 
19:00 3 
20:00 4 
21:00 1 


某 制造 公司 用 3 辆 卡车 在 6 个 车 间 之 间 运 送 原材料 卡车 的 用 户 一 直 要 求 车 队 增 加 第 4 
辆 卡车 , 以 缓解 送 货 延误 过 长 的 问题 . 这 些 卡 车 并 没有 一 个 总 站 , 管理 部 门 认为 , 让 卡车 在 
工厂 不 断 移动 可 能 效率 更 高 , 要 求 用 卡车 的 车 间 必 需 等 待 附近 的 车 辆 到 达 . 在 有 车 的 情况 
下 , 就 会 响应 请 求 ; 反之 , 车 间 必 和 需 等 待 另 一 辆 卡车 出 现 . 表 E.47 给 出 了 每 个 小 时 的 用 车 
请 求 频率 . 对 每 个 车 间 的 服务 时 间 ( 按 分 钟 ) 基本 相同 . 表 EE.48 为 一 个 典型 服务 时 间 的 分 
布 情况 . 


分 析 现 行 运作 方式 的 有 效 性 . 
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3€ E.48 


服务 时 间 t 


0 和 ti<10 50 € t < 60 4 
10 € t < 20 34 60 <t < 70 4 
20 < t < 30 15 70 <t<80 3 
30 € t « 40 5 80 < t < 90 2 

2 


40 <t <50 90 « t < 100 


12-4 Jon Micks 是 一 位 年 轻 的 工业 工程 师 , 最 近 应 聘 到 Metalco 公司 任职 . 该 公司 拥有 一 个 30 
台 机 器 的 工厂 , 雇用 了 6 名 修理 工 负责 机 器 维修 . 工厂 上 一 天 班 , 从 早上 8 点 开始 , 到 下 
午 4 点 结束 . Jon 的 第 一 项 任务 是 分 析 一 下 工厂 维修 服务 的 有 效 性 . 为 了 完成 这 项 任务 ， 
他 收集 了 3 台 随 机 抽取 的 机 器 维修 日 志 数 据 , 如 表 E49 所 示 . 另外 , 还 检查 了 5 天 随机 
选择 日 期 的 维修 记录 , 编辑 成 了 表 E.50 的 数据 , 代表 工作 日 每 小 时 开始 时 的 故障 机 器 数 
(包括 正在 修理 的 机 器 ). 


表 E.49 


故障 时 间 ”完工 时 间 
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Jon 就 去 见 了 上 司 Becky Steele, 汇报 他 收集 的 数据 情况 . 声称 他 相信 , 该 车 间 的 机 
器 故障 /修理 过 程 是 完全 随机 的 , 这 个 问题 可 以 用 泊 松 队列 来 描述 .基于 在 该 车 间 多 年 的 
工作 经 验 , Becky 也 认为 该 问题 完全 是 随机 的 . 基于 这 种 情况 , Becky 仔细 观察 了 Jon 的 
数据 , 经 过 计算 后 Becky 声称 , 数据 是 有 问题 的 . Becky 是 如 何 得 出 这 一 结论 的 呢 ? 


12-5 Yellow Cab 出 租车 公司 拥有 4 辆 出 租车 , 每 天 提供 10 个 小 时 的 租车 服务 . 调度 站 收 到 的 
叫 车 请 求 服从 泊 松 分 布 , 平均 每 小 时 20 个 请 求 . 乘 车 时 间 长 度 已 知 为 指数 分 布 , 平均 值 
为 11.5 分 钟 . 由 于 叫 车 的 人 比较 多 , 公司 限制 调度 站 的 等 待 队列 最 多 16 位 顾客 . 一 旦 达 
到 上 限 , 就 建议 后 面 的 顾客 到 别 的 地 方 去 叫 车 , 避免 等 待 时间 过 长 . 
该 公司 经 理 Kyle Yellowstone XHÉX FE S XX £ HUS, 所 以 他 考虑 扩大 车 队 规 
模 . Yellowstone 估计 从 每 位 乘客 挣 到 的 收入 平均 为 $5, 一 辆 新 车 的 购置 费用 是 $18 000. 
一 辆 新 车 按 5 年 使 用 期 , 然后 还 可 以 按 $3 500 $H. 保养 和 运行 一 辆 出 租车 的 费用 是 
$20 000. Yellowstone 先生 增加 车 队 规模 合算 吗 ? 如 果 可 行 , 要 增加 多 少 辆 车 ? 为 分 析 方 
fi, 假定 每 年 的 利率 为 10%. 


第 13 章 的 综合 问题 
13-1 假如 给 定 3 个 点 : 


A—(64,6-2, B = (4,12, —4,8), C = (—4,0,8,4) 


建立 一 个 系统 化 的 方法 , 能 够 判断 下 列 每 个 点 是 否 可 表示 为 A, B,C 的 一 个 凸 组 合 ; 
(a) (3,5,4,2) (b) (5,8, 4,9) 


13-2 考虑 线性 规划 问题 : 
max z = 3rı +2z2 
s.t. Tı +2r2 «6 
2zl 十 Z2 <8 
一 ZI1 十 Z2 S! 


zi, %2 20 


做 出 最 优 解 单纯 形 表 (为 方便 起 见 , 可 以 用 TORA UE), 然后 直接 用 最 优 解 单纯 形 表 的 
信息 求 出 该 问题 的 次 最 优 的 极点 解 (相对 于 “绝对 ” 最 优 值 ), 并 用 图 解法 对 该 问题 的 答案 
进行 验证 (提示 : 考虑 最 优 解 附近 的 极 值 点 . ) 


13-3^ 9l 2.3-9 的 修剪 损失 模型 中 假定 , 所 有 的 切 刀 设置 都 是 事先 确定 好 的 . 在 实际 中 , 可 以 用 
带 有 嵌入 整数 线性 规划 的 修正 单纯 形 法 , 并 利用 下 面 的 列 生成 方法 来 产生 希望 的 切 刀 设 
置 . 


(D 资料 来 源 : P. Gilmore and R. Gomory, “A Linear Programming Approach to the Cutting 
Stock Problem," Operations Research, Vol.9, No.4, pp.849-859, 1961. —, *A Linear Pro- 
gramming Approach to the Cutting Stock Problem:Part II," Operations Research, Vol.22, 
No.4, pp.863-888, 1963. 
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MRE 应 用 案例 


第 0 步 (开始 求解 ) 选择 显然 的 初始 基本 可 行 解 , 每 个 所 需要 的 宽度 恰好 由 一 卷 纸 组 成 . 
例如 , 在 例 2.3-9 H, 基本 解 X p, = (zi zz, z3)” 对 应 于 下 面 的 基 : 


Tı T2 T3 


1 0 0 — 5 ft 
Bo = 0 1 0 — 7 ft 
0 0 1 — 9 ft 


这 个 基 对 应 于 切 出 150, 200, 300 个 标准 纸 卷 , 以 分 别 得 到 5 英尺 、7 英尺 和 9 英尺 的 纸 
A. 在 这 一 点 上 , 有 多 少 料 头 并 不 重要 . 利用 修正 单纯 形 法 的 符号 , 这 个 解 相当 于 : 


Bo = Bj! =I 
cs B3’ = (1,1,1) 


第 5 步 (希望 的 切 刀 设置 ): 令 B;', 为 关于 切 思 设置 组 合 j - 1 的 基 矩 阵 的 道 . 第 了 个 
切 刀 设置 可 用 列 向 量 P; = (01,02, ,am)7 来 表示 , 其 中 m 是 能 从 一 个 标准 纸 卷 切 出 
特殊 纸 卷 的 数目 , a; 是 纸 卷 类 型 i 的 数目 , i = 1,2,… m. 例如 在 例 2.3-9 中 , m = 3, 设 
X (2,1,0) 得 到 2 个 5 英尺 的 纸 卷 , 1 7 英尺 的 纸 卷 , 以 及 0 个 9 英尺 的 纸 卷 . 我 们 的 
目标 是 求 出 Pj 的 元 素 , 使 得 相应 的 变量 r; 在 下 一 次 迭代 中 为 基 变 量 . 这 就 等 价 于 , 在 已 
知 相应 的 切 刀 设置 ol, a2z,.… ,an 可 行 的 情况 下 , 求 得 到 最 大 简约 费用 z; 一 ci 的 PORE 
X, 修剪 损失 模型 是 一 个 最 小 化 问题 ). 令 W 为 标准 纸 卷 的 宽度 , w= (w, w2, ,wm) 
表示 有 序 纸 卷 的 宽度 . 因此 , SOEUR IB P; 就 相当 于 求解 下 面 的 整数 线性 规划 问 
题 : 


max 27 — Cj = cgB; Pj — Cj 
s.t. wP; sW 
P,;20 为 整数 


修剪 损失 问题 c; = 1, Vj, 因此 eg = (1,1,… ,1). 令 (di,d2,… ,dm) = cgBj), 表 
示 相 应 于 基 B, 的 对 偶 变 量 , 可 以 写 出 下 列 ILP 问题 : 


n 
max 2 一 1 dkak 
k=1 


n 
s.t. DD wkak S W 
k=1 


n 
Y dkar 21l+e 
k=i 


ak 20 为 整数 
第 2 个 约束 要 求 , 为 了 让 P; 为 一 个 有 希望 的 进 基 向 量 , 变量 zj (= Dr drar) 必须 严 
格 大 于 cy(= 1) (e 是 一 个 充分 小 量 ). 
从 这 个 ILP 的 解 可 以 得 出 两 个 结论 : 


附录 已 应 用 案例 883 
- 应用 妥 例 883 


(1) 如 果 解 是 可 行 的 , 则 P; 一 定 是 基 . 用 修正 单纯 形 法 求 离 基 向 量 , 得 到 新 的 道 矩 
阵 B;'. 重复 第 job. 
(2) 若 问 题 没 有 可 行 解 , 则 不 存在 其 他 有 希望 的 Pj, 且 上 一 个 基本 解 就 是 最 优 的 . 
用 上 述 给 定 的 算法 求解 例 2.3-9 的 修剪 损失 问题 . 为 了 方便 , 文件 amplPob7-3.txt 给 
出 了 一 个 求解 ILP 的 AMPL 模型 . 虽然 现在 还 没有 讲 到 ILP 算法 ( 见 第 8 章 ), 但 这 个 
AMPL 模型 基本 上 还 是 一 个 线性 规划 , 只 是 另外 要 求 变 量 ai 取 整 数值 , 即 


var a(1..3)>=0，integer; 
此 外 , 语句 

option solver cplex; 
必须 放 在 命令 

solve; 
之 前 . 


两 步 迭 代 之 问 所 改变 的 数据 只 有 对 偶 变 量 值 . 可 以 用 AMPL 的 let 命令 交互 式 地 改 
变 这 些 数值 . 例如 , 假如 我 们 要 把 di 和 do 的 值 分 别 改 成 0.5 和 0.75( 其 他 值 保持 不 变 ) 
的 话 , 则 可 以 交互 式 地 输入 


ampl: let d[1]=.5; 
ampl: let d[3]-.75; 
ampl: solve; dispay a; 
这 意味 着 不 需要 每 次 迭代 都 要 把 这 些 数据 编写 在 模型 里 . 
13-4 区 间 规 划 . 考虑 下 面 的 线性 规划 问题 : 


max z = {CXIL < AX <U,X 20) 


EF LAU 为 常数 列 向 量 . 定义 松弛 向 量 , 使 得 AX +Y =U. 证 明 这 个 线性 规划 等 
价 于 
max z = (CX|AX +Y =U,0<Y «U- L,X 2 0) 


用 上 述 办 法 求 下 列 线性 规划 ， 
min z = bzi — 4zo + 6T3 
s.t. 20 < ZI 十 772 十 3zs ŞS 4 
10 < 3zl — t2 + z3 < 20 
18 < <3 


13- 


n 


给 定 第 13-2 题 的 最 优 解 为 z1 = 2, z2 = 4, z = 29. 若 给 出 zi = 220,0 无 符号 限 
fbl, 请 画 出 最 优 解 z 随 9 变化 的 曲线 . 注意 到 ri; = 19 十 9 随 z 的 轨迹 在 最 优 值 上 下 移 
al. 


附录 也 应 用 案例 


13-6 考虑 下 面 的 求 最 小 值 的 线性 规划 ; 


min z = (10t — 4)zi + (4t — 8)z2 
s.t. 271 -- 272-13 = 8 
471 -22724-274 = 6 — 2t 
T1, Z2, T3, T4 2 0 


其 中 -co < t < oo. 对 这 个 问题 的 参数 分 析 得 出 以 下 结果 : 


一 o0 <t < 一 5: 最 优 基 为 B = (Pı, P4) 
-5<t < 一 1 : 最 优 基 为 B = (Pi, P2) 
-1«t«2: 最 优 基 为 B = (P2, P3) 


求 出 对 于 t > 2 而 言 可 能 存在 的 t 的 所 有 临界 值 . 


13-7 假设 最 优 值 线性 规划 表示 为 


max z = co 一 J (zj — cj)zj 
jeNB 
s.t. Ti = z] 一 J aijZj i-—1,2,.,m 
jeNB 
V £i, Tj 之 0 


这 里 NB 是 非 基 变量 的 集合 . 假设 ,我们 对 于 现行 基 变量 r = zi 设 定 一 个 限制 条 件 
zi > di, 其 中 di 是 大 于 zi 的 最 小 整数 . 当 把 这 一 约束 加 在 问题 里 后 , 估计 z 的 最 优 值 
上 界 . 假定 设置 的 限制 条 件 是 zi < ei, 其 中 e 是 小 于 zi 的 最 大 整数 , 重复 同样 的 过 程 . 


第 15 ERE 
15-1 一 家 电话 公司 经 营 若干 个 电话 中 心 , 为 各 分 片 顾客 提供 上 门 装机 服务 . 共有 60 种 型 号 的 


电话 机 供 顾 客 选择 , 现在 , 每 个 电话 中 心 保存 15 到 75 天 不 等 的 话机 库存 . 管理 部 门 认为 ， 
这 样 的 库存 水 平 太 多 , 因为 他 们 每 天 都 从 中 心 仓库 补充 . 同时 , 管理 部 门 想 要 保持 每 个 电 
话 中 心 的 充足 库存 最 , 以 满足 95% 的 顾客 要 求 . 一 个 研究 小 组 从 收集 相关 数据 开始 对 这 
个 问题 进行 研究 . 该 小 组 的 目的 是 对 每 个 电话 机 型 号 建立 一 个 最 优 的 库存 水 平 . 表 EE.51 
表示 一 天 内 安装 的 绿色 、 桌 面 和 拨号 盘 (绿色 500) 型 电话 机 的 数量 . 对 所 有 的 电话 机 型 
号 都 编制 了 这 样 的 表格 . 


表 E.51 


安装 型 号 0 1 2 
装机 量 189 89 20 


用 于 确定 每 种 电话 型 号 最 优 库存 水 平 的 费用 参数 很 难 估计 , 因此 难以 使 用 传统 的 库 
存 模型 . 根据 观察 发 现 , 回归 和 时 间 序 列 分 析 都 不 能 对 需求 趋势 给 出 满意 的 预测 , 该 研究 
小 组 决定 利用 一 种 更 基本 的 方法 对 不 同型 号 的 电话 计算 出 适当 的 库存 水 平 . 


(D 资料 来 源 ; R. Cohen, and F. Dunford, “Forecasting for Inventory Control: An Example of 


When 'Simple' Means 'Better'," Interfaces, Vol.16, No.6, pp.95-99, 1986. 
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请 为 该 小 组 建议 一 种 方法 , 用 于 求 出 不 同型 号 电话 足够 的 库存 量 , 并 给 出 决策 所 需要 
的 所 有 假设 条 件 . 
15-2” 一 家 小 商店 的 库存 经 理 订货 时 ， 只 考虑 价格 优惠 或 利用 一 家 供应 商 提供 多 个 订单 机 会 . 结 
果 发 现 , 订货 量 和 订货 周期 (连续 两 次 订货 之 间 的 间隔 ) 都 变 成 随机 的 了 . 此 外 , 由 于 该 经 
理 的 订货 策略 大 部 分 受到 非 库存 因素 的 影响 , 订货 量 和 周期 长 度 可 以 认为 是 无 关 的 , 即 较 
短 的 周期 长 度 并 不 一 定 订 货 量 少 , 反之 亦 然 . 


表 E.52 给 出 了 同 批 订货 的 3 种 货品 的 典型 数据 . 这 些 数据 表明 , 订货 量 和 周期 长 度 
都 是 随机 的 . 此 外 , 粗略 查看 表 中 的 数据 可 发 现 , 订货 量 和 周期 长 度 之 间 缺 乏 相关 性 . 


表 E.52 


订货 量 ( 件 ) 


DCO 一 
Do DNNO mjo 
O tj ££ to OC Q »& t ~ Ojo 


对 整个 这 批 数据 进行 拟 合 分 析 发 现 ( 见 第 14 章 ), 这 3 种 货品 的 需求 率 (订货 量 除 以 
周期 长 度 ) 服从 韦 布 尔 分 布 , 密度 公式 f(r) 为 


f(r)= To /er 20 
其 中 > 是 该 货品 的 需求 率 . 类 似 地 , 分 析 表 明 , 周期 长 度 的 倒数 s(z) 的 分 布 为 指数 形式 
s(z) = ge P 79. zza 
这 里 a 假定 为 = 的 最 小 值 . | 
最 优 订货 量 可 以 根据 求 每 月 的 期 望 最 大 利润 来 确定 , 期 望 利润 定义 如 下 ， 


MER - | { |uar oroar} otas 


= | {z fu (s 2) ard se 


其 中 t 和 g(t) 为 周期 长 度 及 其 密度 函数 . 利润 函数 ulg, r, t) 根据 货品 的 单位 净利 润 p. 
每 件 货品 每 月 存货 费用 h, 以 及 固定 订货 费 K 计算 . 


(D 资料 来 源 ; A. Holt, “Multi-Item Inventory Control for Fluctuating Reorder Intervals," Inter- 
faces, Vol.16, No.3, pp.60-67, 1986. 
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(a) 利用 这 3 种 货品 的 数据 , 求 每 个 需求 率 的 概率 密度 函数 . 

(b) 用 周期 长 度数 据 求 s(z). 

(c) 建立 u(q,r, t) 的 数学 表达 式 . 

根据 费用 数据 pı = $100, pz = $150, ps = $125, hi = $2, hz = $12, hs = $1.65, K = 
$30, 求 出 这 3 种 货品 的 最 优 订 货 量 . 


第 20 章 应 用 题 
20-19 某 大 学 工业 工程 系 有 3 位 教授 , 为 两 个 学 期 的 学 年 提供 5 门 课程 的 教学 . 该 系 有 2 名 研 


SUE, 可 教 课 程 C1 和 C3, 但 只 有 当 教授 不 能 讲 这 些 课程 时 才 轮 到 他 们 上 课 . 每 个 研究 生 
每 学 期 最 多 能 教 一 门 课 . R E.53 ME E.54 指定 了 每 位 教授 愿意 讲授 的 课程 和 每 门 课程 
每 学 年 的 教学 量 . 

建立 一 个 模型 , 用 于 将 教授 (必要 时 包括 研究 生 ) 分 配 到 指定 的 课程 . 


X E.53 
课程 每 学 年 教学 量 每 学 期 教学 量 
C1 2 1 
C2 2 1 或 2 1 
C3 2 1 或 2 1 或 2 
C4 1 1 0 
C5 1 0 
家 E.54 
教授 每 学 年 每 学 期 教学 量 对 课程 的 
教学 最 季 春季 喜好 硕 序 
P1 1 0 或 1 0 或 1 Cl1>C2>C5 
P2 3 1 或 2 1 或 2 Cl>C3>C2>C4 
P3 2 0,1,2 081 C5>C4>C3>C1 
第 21 章 应 用 题 


21-1 一 项 公开 辩论 称 , 美国 高 中 学 生 的 学 习 能 力 倾向 测验 (SAT) 近来 的 平均 分 数 上 升 是 由 于 


统计 原因 造成 的 , 而 不 反映 教学 方法 的 改进 . 尤其 是 认为 , 每 个 家 庭 子女 数 的 减少 创造 了 
一 种 环境 , 让 孩子 们 有 更 多 的 时 间 跟 成 年 人 ( 即 父母 ) 在 一 起 , 从 而 提高 了 他 们 的 智力 水 
平 . 相反 , 大 家 庭 的 孩子 就 没有 这 种 智力 上 的 “优势 ”, 因为 会 受到 他 们 兄弟 姐妹 不 成 熟 
的 影响 . 

对 于 这 种 争议 , 如 何 建立 对 SAT 成 绩 的 预测 回归 方程 ? 


第 22 章 应 用 题 
22-1 UPPS 公司 用 卡车 向 顾客 运送 订单 货物 . 该 公司 想 要 指定 一 项 未 来 5 年 的 车 辆 更 新 策略 . 


一 辆 新 卡车 的 每 年 运行 费用 服从 正 态 分 布 , 平均 值 为 $300, 标准 差 为 $50. 运行 费 的 平 


(D 资料 来 源 : J. Dyer and J. Mulvey, “An Integrated Infomation/Optimization for Academic 


Planning, Management Science, Vol.22, No.12, pp.582-600, 1976. 
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均值 和 标准 差 以 后 每 年 增加 10%. 一 辆 新 车 的 现行 价格 是 $20 000, 预计 每 年 涨 价 1296. 
由 于 卡车 的 使 用 强度 很 高 , 有 可 能 随时 报废 . 一 辆 卡车 的 回收 价值 要 根据 它 是 否 有 故障 而 
定 . 从 第 6 年 开始 卡车 就 要 报废 , 报废 的 价值 仍然 取决 于 车 况 (是 否 还 能 开 ). 表 E.55 给 
出 了 与 卡车 使 用 年 限 相关 的 数据 . 


表 E.55 


卡车 年 限 0 1 2 3 4 5 6 
故障 概率 0.01 0.05 0.10 0.16 0.25 0.40 0.60 


如 果 这 辆 卡车 仍然 能 开 , 运行 1 年 的 二 手 价值 是 新 车 购置 价格 的 7096, 其 后 每 年 降 
低 15%. 如 果 车 有 故障 不 能 开 了 , 则 折价 一 半 . 从 第 6 年 开始 的 报废 回收 价 , 如 果 还 能 开 ， 
则 报废 价 为 $200, 若是 坏 车 , MA $50, 请 为 该 卡车 建立 一 个 最 优 更 新 策略 . 
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